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Formelsammlung
Hohere Mathematik | + Ii

Allgemeines

Binomialkoeffizienten
n n! n n n+1) no(n
= + — (a+b)n = ( )ak bn—k
(k) k! (n-k)! (k—1) (k) ( k ch:) k
Summenformeln
n nn+1 n 1 1 n n2 (n + 1)2
k = n+D Zk2=—n(n+1)(n+—] Zk":#
k=0 2 k=0 3 2 k=0 4
n n+1_pn+1
1 n n a -b n 1-qg"
Zkk ) n+d I = 2 o= 1 ;
e kk+1)  n+ k=0 n+1Ha" k=0 -4
Elementare
Satze:
(1+h)" =1+nh, fallsh> -1 la+bl < lal + Ibl
sina sin sin
Cosinussatz: ¢ = a? + b? - 2ab- cosy Sinussatz: = bﬂ =27
a c
b
ax®+bx+c=0 = xyp=-—*—1/b2-4ac
2a 2a
Rationale Nullstellen von f (x) = a, X" + ... + a; X + ag mit a; € Z findet man unter
a
denBriichen ; indenen aTeilervon ag istund b Teiler von a ist.

Diese Formelsammlung wurde von Jan Peters (www.jan-peters.net)
erstellt und hat vielen Studenten durch ihr Vordiplom geholfen. Den
Autoren wuerde ein Link zu seiner

D T01 Y] 0] [0 Y= Vo LY <1 | o <
http://www.jan-peters.net/Miscellaneous/LectureNotes

sehr freuen!
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Aussagen uber die
trigonometrischen Funktionen
Allgemein:
sin (¢ + 2 7k) = sing cos (¢ + 27k) = cosy
sin(p x7) = —sing cos (p 1) = —COSyp
sin (—¢p) = —sing COS (— ) = COSyp
cos (<p - %) = sing sin (<p + %) = COSyp

sin®x + cos?x = 1
Additionstheoreme von Sinus und Cosinus

Xty XFYy
cos

sinx = siny = 2sin
X

sin(% 8)-sin (< o)
sind + sin26 + ... +sinnd = 2

A COSX + COSY = 2COS

tan(-x) = —tanx
tan (x + ) = tan x

sin (a £ B) = sina cosp + cosa sing A €OS(a % B) = cosa cosg F sina sing

X+y X-y
cos

cos(2x) = cos’x — sin?x=2cos?x—1 A sin(2x) = 2sinxcosXx

X

1 +cosx=200323 A1 —cosx=2$in25

. (6
sm(;)
tana + tang
tan (e + ﬂ) [ —
1 —tanc tang
X+y .
arctan x + arctany = arctan +x flirxy £1
1-xy
1 T
arctanx + arctan — = —
X 2
T T T
X 0 — — -
6 4 3
V3 1 1
COS X 1 —_— N —_
. 1 1 V3
sinx 0 — —_ -
2 vz 2
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Harmonische
Schwingungen

Harmonische Schwingung: s (t) = Acos (wt + @)

1 2
a Nullphase, ot + o Phase, A Amplitude, f:= ? Frequenz und Periode T = —.
W

Superpositionvon s (1) = A cos (wt + aq)und s, (1) = Ax cos (wt + @) :
s(t) :==s1 (M) +sa(t)
u v
mitA = \/ u2+4+v2, cosa = X’ sina = X’ u := A cos aq + Ax cos ap und

V:i=Agsinaq + Axsinas,

Aussagen iiber diee — Funktion

. e'¥ + el el —ei¥
Euler — Formel: €' := cosp + i-sing Acosp = ——— A sing =
2 2
Formeln von De Moivre :
ei<p . eiq) =
: o — : 1
e' (p+9) A (e"P) = em‘P A e"P = e' (—¢) = -
el
(cos ¢ + i sing)" = cosny + isinng
. . . (w1-wg) _: (w-wg) . (wtwg)
a1e'“’1‘+a2e"*’2‘=[a1e' Z  taze 2 t]e' 2 !
Hyperbolikusfunktionen
eX+e™ . eX—e7X sinh x
coshx = ——— A sinhx = ——— A tanhx =
2 2 cosh x

sinh (x +y) = sinhxcoshy + coshxsinhy
cosh (x +y) = coshxcoshy + sinhxsinhy A cosh?x-sinh?x =1

arsinh:ln(x+\/x2+1) A arcosh:ln(x+\/x2—1)

Sphaérische
Trigonometrie

1.Cosinussatz: cosa = cosccosb + cosasincsinb
2.Cosinussatz: cosa = —cos gcosy + cosa siny sin g
. sina sinb  sinc
Sinussatz: — = — = —
sina sin g siny
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Abschéatzung des natlirlichen
Logarithmus

1
Yy>0: 1-—=<Iny =y-
y

n

1

C,:= [Z ;] —Inn undfirn—o~gehtC,—C ~0, 57722. ..
k=1

(C heiBt Euler — Mascheroni — Konstante)

Komplexe
Zahlen

Seiz=u+ive C := {x +iy | X, yelR}, danngilt:

Z=u-iv A Re@=u A~ Im@=y ~a |z|=\]x2+y2

Umwandlung Kartesisch— Polar
Gegeben: z =u +iv
Dann: z = re¥ mit

r=yYx2+y2 und ¢ = |

Umwandlung Polar— Kartesisch
Gegeben: z = re'¢
Dann: z =u +iv mit
u =rcosy und v = rsing

arccos X  fallsy=0
r

—arccos X fallsy <0
r

Rechenarten:
Addition/Subtraktion: (a+ib)+(c+id)=(@+c)+ (b +d)i
Multiplikation : rye'¥-rye'® = ry.rpe'@+®
Division: r €' /rye" = (r1/rp)e'®?

. otk
n — te Wurzel : Q/_={ lal-€' n |k=0,1,2, ...,n—1}

i[r F] fallsb > 0
+[\/7 F] fallsb <0

2-teWurzel: z= a+|

Lineare Algebra und
Analytische Geometrie
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Rechenregeln flir
Vektoren

Addition, Subtraktion, Multiplikation mit einem Skalar komponenten —
weise, assoziativ, kommutativund distributiv.

m

Linearkombination: z = X4
i=1
m
Skalarprodukt:  xTy=>"xiyi, |xTy|= lxll-llyll-cos¢
i=1
azbz—azb,
Vektorprodukt : axb= [33 by —ay ba], |Lx!| = L” -llyll -sing
aq b2 —as b1
Xxy=-yxX

1 1
u-v=—lu+viP—-—llu-vliP
4 4

Grassmann-Id.: ax(bxc)=(a'c)b-(a"b)c
Spatprodukt : [a, b, ¢] := ¢T (axb) = det (a, b, ¢)
Regeln:
a, b, c linearunabhédngig < det(a,b,c)%0
a, b, c Rechts — System <« det(a,b,c)>0
a, b, ¢ Links — System & det(a, b,c) <0

Flacheninhalte und
Volumina

Flacheninhalteines n — Ecks :

1 n
Fa = Py Z (Xi—1 Yo + Yi—1 Xo)
i=1

1
Parallelogramm: F = [[axb]]| Dreieck: F = E llaxb]||

Spatvolumen: det(a, b, ¢)

1
Tetraedervolumen: | E det(a, b, ¢)
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Rechenregeln flir
Matrizen

Addition, Subtraktion, Multiplikation mit einem Skalar elementweise,
assoziativ, kommutativ und distributiv.

Transposition : (ai,i)T @j,)

n
Matrixprodukt : (A-B);; := Zaii bjk
i=

(letztere ist assoziativ und distributiv, aber NICHT kommutativ).

1 .
A= vy (af) mit (-1)""] det A;

Lineare Gleichungsysteme
Ax=b
Lésungdurch : (1) GauB — Algorithmus (2) Determinanten
Fallunterscheidung :
Umwandlung der Matrix in Treppenform :

Toal 1 d
(Ab) Elimination (C e)

Regulérer Fall : e existiert nicht und d hat n Komponenten
Singulérer FallohneLésung: r < nundd # 0
Singulérer Fall mit unendlich vielen Lésungen: r < nundd =

0
Mehrere rechte Seiten: Ax=8 = Ax, = b,
Inverse:
AX=E > A'=X
A regulir > (AB)"' =B A"
SingulérerFall :
Spezielle Lésung AXx=b
+ Allgemeine Lésung Az=0 des inhomogenen LGS

= Allgemeine L6sung A(X+2=0 des homogenen LGS

des homogenen LGS
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Determinante

Definition :
n=1: det(A) := a,

n
n> 1: det(A) := Z (-1)*1 a;; det(Aq)
i=1
Eigenschaften:
det(AB) = det(A)det(B) det(0) =0  det(E) = 1
Areguldr < det(A)# 0  Asinguldr < det(A)=0
Effektive Berechnung einer Determinante :
Umwandlung der Matrix in Zeilen — Stufenform. Hierbei ist
n
detA = @)

i=1

Ae R™" antisymmetrischund nungerade => detA = 0

Eigenwert —

und Eigenvektorproblem
Gesucht: A, q sodaB (A - AB)q=0
Charakteristisches Polynom : xp := det (A — AE)
Eigenvektorraum zu Eigenwert Aizvay) = Kern (A - A E)

Eigenwertbei symmetrischen Matrizen :

1. Alle Eigenwerte sind reell.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthonormal.

3. Die algebréische Vielfachheit von Eigenwerten (wieoftein EW eine
Nulistelleist) ist gleich der geometrischen (Anzahl der Eigenvektoren).

1. Besitzt A den Eigenvektor b zum EigenwertA, dann habencaA, A™, A + gE und
amA™ + ... + a1 A' + ag den gleichen Eigenvektor, aberzueinem anderem
Eigenwertad, A™, A+ g und am A™ +... + a1 A + aq,

2. Aund AT haben diegleichen Eigenwerte, aber andere Eigenvektorrdume.

3.Die dhnlichen Matrizen A und B~! AB haben die gleichen Eigenwerte. b ist genau
dann Eigenvektorvon A, wenn B~ b Eigenvektorvon B~! AB ist.

4. Aist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte ungleich null sind.

5.Aund A~ haben diegleichen Eigenwerte und — vektoren.

6. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.
7.SeiB:=(b,, b,, .. in) aus den Eigenvektoren von A gebaut. Dann gilt :

D := diag (A1, 12, ...(; 1)) = B~1 AB, falls AAT = ATA.
8. Ak = BD¥ B!

xT Ax

9. 4min = < Amax
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Quadratische Form,
Hauptachsentransformation
Quadratische Form : qx = xTAx

Falls Ain diagonalform, istq rein quadratisch.q (X) = a4 X3 + oo + ap X3

Amin X1 < q (X) < Amax IxI?

Hauptachsentransformation :
BTAB = diag (11, 2, - V) AQX) =q(By) =1y + ..+ n VA

Positivdefinit: x #0 < q(x) >0 Negativdefinit: x #0 & q(x)<0
Ansonsten indefinit. Bei semidefiniten Féllen gilt auch gleich.

A = AT positiv definit <> 3 WelR™". W invertierbarund W' AW positiv definit.
A = AT positiv definit <> Alle EV von A positiv

A = AT positiv definit = V i.aji > 0

A positiv definit = A = LLT mitL invertierbarer, unterer Dreiecksmatrix

A = AT elR?>2 positiv definit < ai; >0 A detA >0
a1 axn

A = AT eR3? positiv definit < a;; >0 A det(
az1 ax

)>0AdetA>0

Allgemeines

Lineare Unabhéngikeit :

m
z= Zii’\i =0 = Mq=0=...=24,=0
i=1
Vektorraum: V={AXx | xeR}
Kriterium fiir Vektrorraum :

(I)L,Xem > X+Yem (D) Xem, L eR => AXem
Basisvon V : Spaltenvon A, falls diese linear unabhéngig
KernA = Ra={AX | xeR"}

BildA = Np = {XeR | Ax = 0}
Rang A : Anzahl der linear unabhéngigen Spalten von A.
Rang A := dimBildA
dimBildA + dimKern A = RangA + dimKernA = dimV (mitz.B.: V:=R")
Rang AB =< min{Rang A, Rang B}
AhatRangn < AT Aregulir.

Satz : Der Rang bleibt unverdndert unter den elementaren Umformungen :

a. Vertauschungen a; « a;

b. Skalieren a,—2A a;
c. Vielfachesvon a; zu a;. a—a;+ Aa;
Orthogonales Komplement :
m*::{xa[R|xTy=O A Vyem), Bsp: R* = {0}
Antsymmetrische Matrizen : AT = —A, Symmetrische: AT = A
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Basiswechsel

BasiswechselvonE=(e , ..., € )nachB=(b,, ..., b ).
Ohne Ursprungverschiebung: x g = B'xax= B Xxg

Mit Ursprungswechsel : x = B™! (5 - E) bei um p verschobenen Ursprung.

Triviale Vektorgleichungen

EuklidscheLénge /Norm: || x||:=y xTx
Dreiecksungleichung: Ax+yll =< [Ix+1yll
leX|l = e-1IXIl

Cauchy — Schwarz : | xTy| = uxi-lyil

xTy
Winkel zw. Vektoren : CoSyp =

X1 1yl

Orthogonal : xTy=0

Haufige Aufgabe

Vv ¢ R" als Linear —
kombination von

Xy v X darstellen.
Nio=(xp)Ty
mit A; e R.
Orthogonale Zerlegung
von alangs b
a-b a-b

a=a,+.a mit a, = b und a = a-
= = = 1Ibl2 = Ibl2
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Schmidts -
Orthogonalisierungsverfahren mit Normierung
Y,
Start: x, :=
Ny, I
Firk = 2, ..., n:
Z:.= lk
Firi=1, , k=1
=y,
Z2:=2-X
e = llzll

Fallsp = 0, dann Vektoren nicht linear unabhéngig.

z
Xk = —
Q

Bemerkung : Fiir ein ONS gilt XX" = E.

Lineare Abbildungen

f: m—nheiBtlinear, gdw.f X +y) = f(x) + f (y)und f (1x) = Af (x)

f injektiv < Kernf = {0}
f surjektiv < BildA = RN
f biijektiv < RangA = m = n
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Spiegelungen und Drehungen

. 2
INR
Drehung: Spiegelung :
Q&) = cosd -sing S(9) = cosd sing
©) = (sina cos&) @)= (sina —cosa)
X r-cos(p+9) X r-cos(d—¢)
@ - = ¢)- =
Qe (y) (r-sin(so+<9)) 5@ (y) (r-sin(0—¢)
mitr := \j x2+y2 und ¢ := arccos Yy
x2 +y2
Q@31)-Q(32) = Q (31 + F2) Alle Drehungen sind kommutativ!
DrehunginderEbene: d (x) = cos<,a(x1 ) + sing (—xz)
X2 X1
X-a sing
Drehungim Raum : d(x) = cosg X + (1 — cosy) > a ﬁ axx
a
(aist Drehachse). DistDrehmatrix < D'D=E A detD=1

1
Ccosy = E (SpurD - 1)

1 d3z — da3
a= - dy3—d3q [fallsp+ x oder(D-E)a=0
2sing dpy — dip

Spiegelungan der Ebene a - x( ) =x-2(a-x)a
_is(x

)

Gleichung fur die Ebene E
durch 3 Punkte

E= {E+/\g+y9|/\,ye[k}

E= {xeR®|nT"(x-p)=0}

mit unnormiertals n := axb und normiertn := .

Standardprobleme

Im Folgendensei: Gy ={a+Ab|AeR}, Gy ={c+ pud|uxeR},
E{ = {E+1\[+y§|/l,ye[R}, E, = {!+1\1+y;|/l,ye[R}

bzw.(: E); = {(5—2)x£1|55ﬂ{3}, E, = {(l—!)xﬂzll e[Ra}

1. Winkel zwischen Ebenen < Winkel zwischen den Normalen
COSp = 100,
In,I-1n,l
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1

In,I-lbl
3.Sind zwei Geradenparalle: bxd=0 © b=0vd=0vb, dparallel
oder:b=yxuc

2. Winkel zwischen Ebene E; und Gerade G;. sing =

4. Abstand eines Punktes P €R® zu einer Ebene E; -
I(p-P)-n,I

In I

5. Abstand eines Punktes P €R® zu einer Geraden G »
I(a-P)xbl
d= ——8M8M8

Ibl

6. Abstand zwischen Geraden :

l(c-a)xDbl
Falls b, d parallel: d= ——
Ibl
I(Q_Q)XQXQI det ((g_g), 9, g)
Sonst: d= =
Ibxdl

Ibxdl
7.Schnittgerade :

x=a+tn,xn,)
8. Dreibein mit gegebenen ersten Bein
aeR3 gegebenmit ||a|| = 1.
GesuchtistQ=(a,b,c)mit |Q|=1.
Fall1: | a¢| = |laz|, |as]|

as as
w::\/a§+a§,y:=— = —
w w

a 0 -w
Q=|a o a1y
a3 vy ajo
Fall 2: Fiir i gelte | aj| < | aj|, |ak]
i, j, kgerade Permutationvon1, 2, 3.
i:=1,j:=2, k:=3.
Falls | ao| < | ag| dann

Falls | a;| > | az|, danni:=2, j:=3, k:=1.

sonst :
Falls| a1| > | a3,
danni:=3, j:=1, k:=2.

’ a; ag

w = ai2+a§,y:=—l, o= —

w w

bi =0 bi =0 bk ==y

Cji=—w Cj = aj)/ Ck := aj(r
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Koordinatensysteme

Kartesische Koordinaten: x = (X1, X2, X3) € R®
Polarkoordinaten: o := \/ x2 +y2 undy := arc(x, y), zwird ibernommen

X =0C0Sp undy = g sin ¢
Kugelkordinaten

r:= \/x2+y2+z2 , @ = arc(x, y), 0=arc(z, \/x2+y2)

X =rsingd cosyp , y = rsingsind und z=r cos ¢
Gedrehte Koordinaten

X X
yl=Q [y] mitdetQ = +1und Q orthogonal.
3 z
Drehungumdie z - Achse : Drehungumdiey — Achse:
cosy sing 0 cosp 0 sing
Q = | —sing cosy O Q= 0 1 0 ]
0 0 1 —-sing 0 cosy

Drehung umdie x — Achse:

1 0 0
Q=|0 cosyp sing
0 -sing cosy

Diverses

1 1\
diag (a1, ..., an)”! =diag(—, s —]

a1 an

A, Ce R™ dhnlich & 31BeR™", Binvertierbar.C = B~1 AB.

Analysis

Intervallschachtelung

Essein[a,, b,]eineFolgemitn=1, 2, 3, ...
haj<azy<az=< .. < bg < by< b,y

hb,-a, -0 fiirn » ~

oderéquivalent: Y&>0.dng ¥Ynz=ng b,- a,<¢

Vollstédndigkeitsaxiom: Zu jeder Intervallschachtelung gibtes ein c¢R, welches

allen Intervallen angehért : ﬂ [an, bal = {c} # {}

n=1
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Folgen
Folgeist (ak)i-1
Beschrankt: v n.a, <c¢
Nullfolge : (ap) heiBt Nullfolge, wennV £ >0.AN().Yyn=N(). | an| < &
Konvergenz : (a,) konvergiertgegeng, wenn (a, — g) Nulifolge.
(Alsowenn: ¥ £>0.AN@E).Yn=N(). | ap-9g| < 8)

Saétze fiir konvergente Folgen :

= Bei Addition (Subtraktion, Multiplikation, Division) von Folgen ist der Grenzwert
auch die Summe (Differenz, Produkt, Quotient) der Grenzwerte.

= Konvergente Folgen sind beschrénkt.

» Jede beschrénkte Folge hat mindestens einen Haufungswert
(Bolzano — WeierstraB)

= Jede beschrénkte Folge hat einen gréBten und einen kleinsten Haufungswert

= Eine Folge mit genau einem Haufungswertist konvergent.

Konvergenzkriteriumvon Cauchy
Eine Folge (a,) konvergiert genau, dann wenn
Ye>0.AN@E.Ynm=N@E). |anh—-an| <&

Endliche
Reihen

n 1_qn+1 q 1
q=——— » D k=—(p+R@-p+1)
k=0 1-q kep 2

n 1 n n
Zk:zn(n+1) A Y 2k=n? A Y @k-N=nmn+1)
k=0

k=0 k=0

n 1 n 1
Zk2=—n(n+1)(2n+1) A Z(Zk—1)2=—n2(4n2—1)
6 =0 3

k=0

n 1 n

Z:k3=—n2(n+1)2 A Z(Zk—1)3=n2(2n2—1)
k=0 2 k=0

n 1
Zk“: —n(n+1)@n+1)(30n*+3n-1)
k=0 30

Zk-xk‘1_ mitx £ 1

n 1-(n+1Dx" +n-x"
k=1 (1—X)2
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Unendliche
Reihen

oo

Geometrische Reihe : E xK—s
k=0

mit | x| < 1fest.

1-x

= 1
Harmonische Reihe : Z ; divergent.
k=1

= 1
Riemannsche Zeta — Funktion : E k_ = 1o (X)mitxeRundx > 1.
X
k=0

Alle Aussagen liber Folgen lassen sich auf Reihen libertragen.
Absolute Konvergenz :

© ©
Z a, absolut konvergent, wenn Z a, | konvergent.
n=0 n=0

Majorantenkriterium:

oo

an| (= ¢),und E ¢, konvergent — Z ap absolut konvergent.
n=0 n=0

Leibnizkriterium :

N-co

©
ajza>ag=..undlima,=0 > E (-1)"a, konvergent.
n=0

Wurzelkriterium:

q<1AvYnzng Vn lapl =q = Z ap absolut konvergent.

n=0
Quotientenkriterium
| ant1 | el
q<1AVYnzng " < q= Z ap absolut konvergent.
| anl n=0

Umordnungssatz:

Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe konvergiert ebenfalls und hat
dengleichen Grenzwert. Wenn die Reihe konvergent, aber nicht absolut
konvergent, kann man durch umstellenihrer Glieder jeden Grenzwert erreichen,
auch =* co.
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Wichtige unendliche

Reihen
Exponentialfunktionen
= x" =\ X-lna)"
exp (X) := — a* = E -
n! n!
n=0 n=0

Logarithmusfunktion

Z“’ x=1"

In(x) := (-1)" ——— (Konvergiertnurbei0 < x < 2)
n
n=0

= x—=1)n 1
In(x) := Z:(—Un _— (Konvergiert nurbei — < x]
n.xn 2
n=0
= 1 X — 1320+
In(x) := ZZ ( ] beix >0
5 2n+1 \x+1
n=

Trigonometrische Funktionen

©
x2 n+1 x2 n

sinx := Z:(—Un _ COSX := Z:(—Un
L 2n+ 1) 2n)!

n=0

Inverse trigonometrische Funktionen
=~ 1.3.5.. .(2n - 1) x2n+

arcsinx := Z (Konvergiert nurbeix < 1)

2.4.6---(2n)(2n+1)

n=0

x o x2n+1
arccosx := — —arcsinx arctanx := E D"
2 5 2n+1

Hyperbelfunktionen

hasd x2n+1 © x2n

sinhx := E _ coshx := E
@2n+1)! 2n)!

n=0 n=0

Areafunktionen

_ = 1.3.5.. .(2n—1)x2" _ _
Arsinx := E D" (Konvergiertnurbei | x| < 1)
= 2.4.6---2n)(2n+1)
n=

oo

1.3.5-. -(2n-1)x2n+1
ArcosXx := i[ln(2x)— (Konv. nur beix > 1)
Z 2.4.6---(2n)-(2n)-x2"

n=0

e x2n+1
Artanx := E (Konvergiertnurbei | x| < 1)

2n+1
n=0

1 1 1 o
=Zxk A =Zk-xk A =Zk(k—1)xk
1-x (1 -x)2 1-x)3

k=0
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Doppelfolgen und
Reihen

Kk
Diagonal — oder Standardweg : ZDK = mitDy = Za“( |
k=0

Zeilenweise : Zzi = mitz; = Zaij
iz0 i=0

Spaltenweise : Zsi = mitS; = Zaij
i=0 i=0

GroBer Umordnungssatz :

m n
Falls3 o.¥ m, n. ZZaij < o gilt, danngiltauch

i=0 j=0
DIEDILEDILEDI
i=0 j=0 k=0 bel.Weg
Cauchy — Produkt : Falls Z an, Z b, absolut konvergent, dann
n=0 n=0
oo © K k
Zan Zb =Z =ZZb|ak_| [Dk=Zb|ak_|]
n=0 n=0 k=0 k=0 =0 1=0

Potenzreihen

f(2):= Zai (z-a)
j=0

KonvergenzgebietH: {0} c H c C
Konvergenzscheibe/ Intervall: U, (a) = {XE‘T( | Ix—al| <r}

Satzvon Hadamard :

0 fallsx/n |an | divergent

r= {oo fallsx/n | an | eine Nullfolge
1

sonst
limsup / |an|
N-co
. an . an+1
r=lim Falls lim
N-oo an+1 N=eo an

Lemma: f konvergentfiirzg # 0 = Konvergenzfiirv zmit |z| < 2z,

=0, danngiltr =
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Funktionen einer
Variable

Stetigkeitin Punktx :
1. Definition: Y£>0.36(s)>0. YXeR. [X = X| <6(e) = |[f(X) - V]| <&
2. Definition: (1) XeD. (2) limf(x)=fX) =y

X->X
f stetigauf[a, b] & Vxe [a, b]. f (x) stetig
Jede Potenzreihe ist stetig auf ihrem Konvergenzgebiet.
Zwischenwertsatz : Eine stetige Funktion nimmt auf einem Intervall [a, b] jeden
Wertzwischenf (a) und f (b) an.
Schrankensatz: Eine stetige Funktion ist auf Intervall [a, b] tiberall beschrankt.
Eine stetige Funktion nimmt auf [a, b] ihr Maximum und ihr Minimum an.
GleichméBige Stetigkeit :
¥Ye>0.36()>0. VX, XeR. [X - X| <d(e) = |[fX) -fX)| <&

Grenzwerte

x¥
Ya>0. =x". e **—0 firx — oo
e(lx

Iny
Ya>0.— —0filiry — o
y(l
Ya>0.x°lnx —0 firx — 0

Wennf (X) = g (X) = 0 oder f (X) = g (X) = o0, dann
f(x) f'o0

lim = lim

x> g(X) x-% g'(X)

(L'Hospital)
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Differentialrechnung

fE+h=f&X +h-f'&+h-RX, h)

f(X+AX) - f(X)

f'x) = lim —m78 —
AX

f, g seinenim folgenden stetig und differenzierbar auf (a, b).

Satz von Rolle: f(a)=f(b)=0—=3 fe(a, b). f'(¢) = 0.
f hat n Nullstellen — f' hatn — 1 Nullstellen
Eine Nullstellevonf an ¢ istm — fach, wenn

f@O=f'@=Ft"¢= ..=f"VE=0undf™ ¢) # 0.

Mittelwertsatz :

f(b)y-f(a)
dée(a, b).f'(¢) = —
b-a
Verallgemeinerter Mittelwertsatz : (Bedingung VY xe (a, b). g (x) £ 0)
f(b)-f f'
3 fe(a, b). (b)-f(a _ ©®
gby-g@ g'®
Minimum : f'0=0 A f"X)>0 Konkav: f'""(x) <0
Maximum: f'x)=0 A~ f"(x)<0 Konvex: f""(x) >0

Wendepunkt: f'"(x)=0 A f'""xX)£0

Elementare Regeln zum

Differenzieren
d

d y d du dv
— (c-y+C=c-— — UuX@zvX)=— X))+ — (X)
dx dx dx dx dx

d dv du
— U-vxX)=uX: - — X)) + — (X)-v(x)
dx dx dx

d (U g GV -ue- L@
a ( ] v (x)2
du(v(x)) du dv df1 1

= — . — =u'(VX))-V'(X) =
dx dv dx dx LU

Vv (X)
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Regeln zum
Differenzieren

d
—x? = ax*!
dx

d 1
—tanx =
dx cos? x

d 1
— arccosx = —

d 1

dx Xx-lna

— sinhx = coshx
dx

d 1
— arsinhx =

dx \/ x2 +1

i u)v® = u V™
dx

d -
— sinx = cos X
dx
d 1
— cotx = -
dx sin2 x
d 1
— arctanx =

2
dx [1_x2 dx 1+Xx

— a*=a*lna
dx
d
— sinhx = coshx
dx
d
— coshx = sinhx
dx
d 1
— arcoshx =

dx ,x2—1

(u'(x)-v(x)
)

d
+v'(x)-|nu(x)) —Vx =
dx

d -
— cosX = —-sinx
dx

d 1
— arcsinXx =

dx ,1—x2

d 1
— arccotx = -
dx 1+x2
d 1
—Inixl = —
dx X
d
— coshx = sinhx
dx
d 1
— tanhx =
dx cosh? x

1

2+vx

Die Ableitung einer Potenzreihe erhélt man durch gliedweise Differentation.

Taylor —
Reihe

Version1:

Version2:

Restglied : R, (X) =

foo =f@+f'@x-

2

f(xo +h) =f(x0)+f'(x0)h+f'(x0)-; + o+ 1D (xg).

hm

X — a)2

ay+f'@-

f+D (£). (x - a)"

n+1)!

+ .+ (a).

Restglied : Ry, (Xg, h) = f™ (xg + ¢h). — mitge[0, 1]
m!

hm-1)
(m-1)
x-a™-b
(m-1)!

mit£e[a, x|

Lemma : Jede auf einem offenen Interval | (n + 1) — mal differenzierbare Funktion
istein Polynomvom Grad < n.

———— +Rm (X, h)

+ Rn41 (¥)
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Newton —
Verfahren

f (Xn)

Start xg €[R. Dann Xp,1 = Xp —
f'(Xp)

Horner Schema und

Polynomdivision
Seif(x) =a,x" +...4+a1X+ag, anh #0, n=1undbeR.
Firc, :=ap, Ch—1 :=Chb+an_1, Ch2:=Ch_1b+an_2, ...(; €)g := ¢y b+aggilt
co =f(b)undf(x) = (X =b) (cn X" + cn_1 X2+ Cr_2 X" 3 + ¢4) +1 (b)

Schema:
an an-1 an-_2 an-3 a Qg
+ 0 an-b Cn_1-b Ch2-b .. Cs Cq
Cn Cn-1 Ch-2 Ch-3 Cq Co

Horner Schemain n — maliger Anwendung auch zum Reihenerstellen anwendbar.

Partialbruchzerlegung

r (x)
Gegeben: ——
qx)
. s rx P (X)
1.Schritt: Falls Gradr > Grad q, Polynomdivision: —— = s(X) + —
qx) qx)
2.Schritt : Produktdarstellung
q(x) =c(x—-b)1 (x-bx)*2. . .(x=bp)*".Q O™
3. Schritt : Partialbruchzerlegung

ki ko k

A, A, n An - B, x+ C,
f(x)=Z—+Z—+...+Z +
(x—by)k (x - bp)k x-bpk £ Q!

k=1 k=1 k=1

4. Schritt : Bestimmungder A;, B; und C;.
Koeffizientenvergleich : Umformung, so daB die Polynome
f(X)-pX) =qX

sich gegeniiber stehen und die Koeffizienten dann gleich sein miissen.

Einsetzmethode : Multiplikation mit (x - bj)ki und einsetzen x = b;.
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Integralrechnung

Integrierbar
= beschridnkte, monotone Funktionen

- stetige Funktionen
* Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeiten
- stlickweise monotone Funktionen

f
-f, gintegrierbar > of + g, f.gintegrierbarundfalls g # 0 auch — integrierbar.
d

of, == max (f (x), 0), f_ := min(f (x), 0)undf, —f_integrierbar
«f integrierbar auf [a, b] = fintegrierbarauf[c, d] C [a, b].
Geometrische Interpretation : Fldche unter der Kurve.

Eigenschaften : Linearitdt, Monotonie
b c p a b a
ff(x)dx+ff(x)dx=ff(x)dxzx ff(x)dx:OA ff(x)dx:—ff(x)dx
a b p a a b
b b b b
fO<IfXl= f(x)dxsflf(x)ldx A ff(x)dx sflf(x)ldx
a a a a

Mittelwertsatz: Seif stetig auf [a, b].
b

d£ela, b]: ff(x)dx =f&)-(b-a)
a

Erweiterter Mittelwertsatz : f stetig auf [a, b] und g integrierbar auf [a, bJund = 0.

b b
Dann gilt : dfela, b]: ff(x)-g(x)dx=f(§)-fg(x)dx
a a

Hauptsatz der Infinitisimalrechnung
f:[a, b]—R stetigund ce[a, b] fest. Dannist :

X
dF
F(x) := ff (t) dt differenzierbar und E x) =f(Xx).

[

Die Stammfunktion F ist bis auf eine Konstante eindeutig
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Integration durch
Substitution
fR (x; Vn ax + b)dx - Substitutionvont" =ax+b

fR (x; Vn axm +b ) dx - Substitutionvont” =x" +b
fR (x; \/n a2 — x2 )dx - Substitutionvonx = a-sint
fR (x; \/n a2 +x2 )dx - Substitutionvonx = a-tant

dt
fR e*) dx - Substitutionvont=¢e*, x=Int, dx = —
t
- - dt
fR (tan x) dx - Substitutionvont =tanx, x = arctan t, dx = Y,
+t
- - - x - 2t
fR (sinx; cosx)dx - Substitutionvon t =tan —, sinx = ,
2 1+12
1-12 2dt
cosx= ——,dx =
1+12 1+t2
t2
fR (sinx; cosx)dx — Substitutionvon t =tanx, sin?x = ey
+t
9 1 dt
COS“ X = ,dx =
1+12 1412
X+ x2-a?
fR (x; \ x2 - a2 )dx - Substitutionvonx = a-cosht, t=In| —
a

X+ x2 + a2
fR (x; \/ X2 + a2 )dx - Substitutionvonx = a-sinht, t=In —M8MMM8M8M8 —

a

ax+b . ax+b et -b
Rlx; n dx — Substitutionvont= 1 , X = ,
cx+e cx+e a-—ctk

tk—1
dx = k(ae — bc) ———— dt
(a- cth)?
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Regeln zum
Integrieren

b b

Partielle Integration : ff 'X)-gxydx = [f0)-g )] ﬁg - ff x)-g'(x)dx
a a
Substitution : ¢ (t) streng monoton und differenzierbar, dann
b B

ff 0 dx = ff (¢ 1) ' (Hdtmite (@) = aunde (B) = b.
a o
Allgemeine Vorgehensweise :
1. Wihle ¢ () 2.Berechnea, B(a:=¢™', p:=¢ ' (b))
3.Setzex =g (t)infein: f(p 1)) 4.Setzedx = ¢' (t) dtein.

Die Stammfunktion einer Potenzreihe erhélt man durch gliedweise Integration.

Wichtige Integrale :

dx dx 1 1
f —Inlx-Al + C A f - +C
X—-21 (x = )k k-1 (x-2Ak-1
Spezialfille :
1 1 1 X — Xp
Zweireelle Nst. : f ( - ]dx = In +C
Xo— X1 ' X—=Xp X = X4 Xp — X4 X = X4
As Aq
Doppeltereelle Nst. : f + dx = - +A1ln|x-xg| +C
(X—Xg)2 X-—Xg X — Xg

Seiq(x) :=ax?>+bx+c, az0undD :=b%-4ac

2 2ax+b
—— arctan fallsD <0
YiDI ( YiDI )

fd" (-5 fallsD = 0
2ax+b

Q(X) i 2 b \/IDI
In [ S22 fallsD
YIDI r.(Zax+b+\/IDI ) allsD>0

Ax+B A Ab dx
o donfawso-53)
qx) 2a 2a qx)

2ax+b +(4n—6)a-f dx

dx n-1 n-1
f L 90 firn=2,3,4, ..
qeon (n-1)(4ac-b?)

Ax+B A 1 Ab dx
f dx = . +(B——]f flirn=2,3,4, ..
q)" 2(1-ma q"! 2a/J qn

qx)
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Wichtige
Integrale

1 1
fx"dx =——x"4+C
n+1
fsinxdx =-cosx+C

ftanxdx = =Inlcosxl+C

1
f dx =tanx+C
cos? X

1
f— dx = arcsinx+C
\/1—x2

dx 1 1+X
f =—In +C
1-x2 2 1-x

fsinhxdx =coshx+C

1
f— dx =tanhx+C
cosh?2 x

J &=
——dx
a2 + x2

=In(x+\/a2+x2)+c

1
f—dx =Inixl+C
X
fcosxdx =sinx+C

fcotxdx =Inlsinxl+C

1
f dx = -cotx+C
sin2 x

1
f dx =arctanx+C
1+ x2

1
feaxdx =—e*4C
a

fcoshxdx =sinhx+C

1
f dx = -cothx+C
sinh2 x

. X
arsinh — +C

a

X
arcosh — +C
a

+C

1
f—dx =In|x+\/x’f-’—a2

1 X 1 1 X
—dx =arcsin— +C & f dx = —arctan — +C
a a a2 + x2 a a

Va2 —x2
1 1
+C Af dx = — In
x2 — a2 2a

1 1
f dx = —In
a2 — x2 2a a-X

Sei pein PolynommitGradp = n

a+Xx a-Xx

+C

a+Xx

x) e dx = 1 X —l (X l "X £ . ﬂ M (x) |- e
p(X) p(X) 2I3()+3I3()— + pv (%)
a a a an+1
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Uneigentliche Integrale

b

0 b

ff(x)dx = IFI,im ff(x)dx A ff(x)dx = lim | f(x)dx
— 0o a-o

a oo

a

b

ff (x) dx = lim [foodx
a-—o
—c0 b-oe a

Bei unendlich langen Integrationsintervall :
1. Ersetze die untere Grenze —
oo durch aund die obere Grenze + «~ durch b.

b
2. Berechne die Stammfunktion F und ff xX)dx = F(b)-F(a)

a

3. Studiere F (a) fiira -» —co und F (b) fiirb - +. Diese beiden Grenzwerte

c
existieren garantiert, wennlf (x)l < mity > 1 (hinr.aber nicht notw.).
Y

Bei unbeschrinktem Integranden:
1. Finde alle Singularitdtenin [a, b]. Priife f (a),
f (b) und f (x) mit xe (a, b).
2. Zerlege [a, b] an den gefundenen Singularitdten von f. Bearbeite jedes
Teilintervall[a', b'] fiir sich.

b
3. Berechne die Stammfunktion F und ff X)dx=F(b'-g)-F@'+s)
e

4. StudiereF (b' — s) undF (@' + &) fiir s — +0.
Ein weiterer Satz:
Fallsf auf (a, b) stetigist und falls

Ifx)l < fiir

flirx—a+0, festesy <1und If (x)| <
(x—ayr (b —xyr

b
x—b -0, festesy <1, dann existiert ff (x) dx

a

26
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Einige uneigentliche

Intergrale
© © © 1
1 Int 2
(1)fe‘xx"dx=n! (2)fe-x2dx=—«/7r 3) f X ax= (Mg
. . 2 S e -1 S t-1

S ox 2 P 1
) f dx=—— (5 f e cos (wx)dx= —Vx e~v?/4
. elx _1 622 . 2

falls w >0

 sin (wX) _
5) f dx={ fallsw =0 (Integraldarstellung der Sprungfunktion)
o X falls w < 0

7~ sinx ~ E] oc,COS(a)X) E]
(G)f dx=2fsin(x2)dx= — (7)f—zdx=__ln2
5 Vx J 2 S 1+x 2

GewoOhnliche Differentialgleichungen

Allgemeines zu
Differentialgleichungen

N[y oy

Ordnung der DGL : Héchste Ordnung der Ableitungen

Grad der DGL : Grad der hochsten Potenz

Allgemeine Lésung einer DGL n - ter Ordnung hat n freie Parameter.
Partikuldre oder spezielle Losung : L6sung der DGL, die n vorgegebene
Bedingungen erfilit.

Lineare DGLs : DGLs 1. Grades.

Anfangswertproblem : DGL und AnfangsbedingungenAB : y (t) = yo

DGL und AB habenimmer eine eindeutige L6sung!
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Gewohnliche Differentialgleichungen
1. Ordnung

Form: F(x,y,y) =0

Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen :
dy fx

— == — = g(y)dy =f(x)dx= fg(y)dy:ff(x)dx
dx g

Gleichgradige Differentialgleichungen 1. Ordnung :

dy fxy . - .
— = wobeider Grad von g (X, y) und f (X, y) hinsichtlich der Variablen
dx gy

gleichist. Dann Substitutionvon z := 1 und Trennung der Variablen.
X

Lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung

Normalform: y'+y-a(x) = b (x), b (x)heiBt Stérfunktion.

Homogene Differentialgleichung: b(x)=0
y= c.e—fa(x)dx_

Inhomogene Differentialgleichung: b(x) #0
Integration durch Substitution:

1
Losungsformel : y= —— (fA )b dx + C) mit A (x) = eJa®dx
AXx)

Integration durch Variation der Konstanten :
Lésung der homogen DGL bestimmen : yy (x)

b (x)
YH (X)

dx

y=¢X)-yy(x) mit xﬂ(X)=f

Integration bekannter partikulérer Lésung yp :
Lésung der homogen DGL bestimmen : yy (x), dann:
Yy = yu(@) + yp(X)
Sind zwei partikuldre L6sungen yp, (x), yp, (x) bekannt, dann gilt :
Yy = yp, ¥ + C(yp, (X) = Yp, (X))
Diese Sétze gelten allgemein fiir lineare DGLs beliebiger Ordnung.
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Totale (exakte)

Differentialgleichungen
Form: P(x,y)dx + Q(x, y)dy = 0

AP (X, y) _ 4Q (X, y)
oy - X

Bedingung:

Unmittelbare Intergration :

AP (x,
fP(x,y)dx+f[Q(x, y)—f%dx]dy:C

oder
aQ (x,
fQ(x, y)dx+f[P(x, y)—fﬂdy]dx=c
).

Lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung

Normalform: y''"+a{ (X)-y'+ag (X)-y(x) = b(x), b (x) heiBt Stérfunktion.

Homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten :

b (x) =0, aq, ag konstant.
Nulistellen des Charakteristischen Polynoms : P (1) = A2tajr+ ap =0
Allgemeine Lésung :

Falll #£12; y= Cy-eM*+ Cy.e'2

Fallay =2 =A: y= (C1-x+ Cz).el'x
Fall A =
atip: y= (Cq-cospx + Cy-singx)-e** = R-e**.sin (X + ¢)

Homogene Differentialgleichung mit verdanderlichen Koeffizienten :
Zuihrer L6sung muB ein partikuléres Integral y, gefunden werden.

Lésungsansatz:y = y,2z
Mit Substitution z' = u entstehteine DGL 1. Ordnung.

Inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

BILD : BartschS.458
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Rechte Seiten fur lineare
Differentialgleichungen

Bild Rade ; Westergren!!!
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Lineare Differentialgleichungen
n.Ordnung
DGL: y()=Ay(X) +b(x)
Homogene Differentialgleichung: b(x) =0
2 X3

X
yxy=eM.y mite™:=E+A— +A%2 — + A3 — 4+ ..
= —0 11 2! 3!

Inhomogene Differentialgleichung: b (x) #0
y (x) = eAx f e . p(x) dx

Lésung des Anfangswertproblemes: DGL und AB y 0) = Yy 0

y(x)=eAx(l0+fe‘Ax-b(x) dx)

ab
Effektive Berechnung von e®*fiir A = (c d):

Schritt1 : Charakteristisches PolynomP (1) = det (AE — A)
Schritt2 : Berechnungder NullstellenA, u

1 1
A= —(a+d+\/(a—b)2+4bc) und g = —(a+d—\/(a—b)2+4bc)
2 2
Probe: A+ =a+dundi.-ux =ad-bc =detA

Schritt3: Setzew :=A—pu = \/(a—b)2+4bc, dann

1 1
eft= —e"(A-puE)+ —e*t(AE-A), fallsw £ 0(d.h.A # ).

w w

efMt=e?' (E+ (A-AE)Y), fallsw =0, d.h.A=px

Fiir n > 2 wird zuriicktransformiert :

z=X"y®
mit nicht — singulédrer Matrix Xe C™" von x unabhéngig. Hierbei ist X aus den linear
unabhéngigen Eigenvektoren gebaut.

220 =X"y'x=X"AX-z)+X b

A
Finde X, sodaB: A =diag(Aq, ...(; 1))
AX=XA & AX;=AX
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Rechte Seiten fur lineare
Differentialgleichungen

Bild Rade ; Westergren!!!
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Differentialgeometrie —

Kurven im R"
f:t—y; f:R—R"

b
Bogenlédnge: L = fllilldt

x X
Tangentenvektor : t=—=—
Ixl VY
t x-vt
Hauptnormaleneinheitsvektor: n = — = —
It Ix-vtl
Binormaleneinheitsvektor : b=1ixn
) Ixxxl It
Kriimmung : K= = —
IxI3 Ixl
Kriimmungsradius : re=—
K
X (XxX)
Torsion/Windung : TE —
Ixxxl2
. . 1
Torsionsradius : rr=—
T

Frenet - Formeln:

i: kvn, ﬂ =—-kvt+7vb und é: -Tvh
Falls die Bogenlédnge Parameter, dann gilthierv =1

Waagerechte Tangente : y =0 X0
Senkrechte Tangente : y £0A x=0
Singulire Punkte : y=0A x=0

1 . .
Flacheunterder Kurve : F = | - fxy—yx dt|
2

Ix"I2

LI'(l”xl”I)
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Reellwertige Funktionen
mehrer Veranderlichen

Beispiel: f: Dc R"— R.

r—Umgebung: U, (@) :={xeR | IXx—al <r} mitr>0.

Innerer Punkt : aheiBtinnerer Punktgdw.3r > 0.a e U, (a).

Doffen < (xeD < x innerer Punkt)

RandvonD: 9D :={aeD | Vr>0.U (@) >{x, y}rxeD, y¢ D}

D abgeschlossen: D > 4D. Dbeschrédnkt: 3k>0.Yx e D.Ixl < K
D abgeschlossen u. beschrédnkt < D kompakt.

Stationére Stelle : gradf = 0

of of , of T
Partielle Ableitung : — (a) Gradient: gradf (x) = (—, ): #"

IXj IXq )&

o of o of 2
SatzvonSchwarz: — — = — — = fxi X} falls Doffenundf e C

ax; X ax; dx;
Total differenzierbar: 3aeR".f(X) =f(x ) +ax-x)+0(|1x-x,4D
1. fx)=f(x ) +gradf(x ;) (x- x5 +o(|x-x,4D
2. fin x , stetig.

1
3. Dﬂ(g):gradf(g)-!:g-!:tlim T[f(1+t1)—f(5)] ¥ veR"

d .
Kettenregel : E f(x®)=gradf (x 1)) x (1)

Richtungvongrad f (x) = Maximaler Anstieg
Tayler — Formel :

1 1
f(5+1)=f(1)+va(L)+;Dsf(1)+---+FD5f(l)+Rk(l, v)

mit Ry (X, V) = DX f (X + & V) Mit0 < & < 1

(k-1

Implizite Funktion

f(x,y)=0Af(x,g(x)) =0 < y= g(x)heiBtimplizite Funktion
06 Y) A g = —l (fxx + 2fxygI + fyyglz)
fy %, y) fy
g'(x) <0 = g(x)maximalinx. g'(x) >0 = g (x) minimalinx.
f(x, y) =0 Aafx (X, y) =0 Afy (X, y) # 0 = Waagerechte Tangente.

g'x=-
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Spezialitaten
Polarkoordinaten: F (r, ) = f (r- cosg, r-sing)
1 1
fx = Fycosp — — F,sing, fy, =F,sing+ —F,cosy,
r r
1 1
Afi=fx +fyy=Fr+ —F + —F,
r r2
Kugelkoordinaten: F(r, ¢, 8) = f (r-cosy sinég, r-sing sing, r-cosé)
1 1
fx = Frcosp — — F, sing, fy = F;sing+ — F, cosy,
r r

1 1

2 1
Af 1= fyy + fyy + fyy =F+—F + Foo + - Foo + Y (cotd) Fy
r r r

r2sin24
gradf(x, y)in(x,, lo)orthogonalzuf(g, y)=cmit f(x,, lo) =c
Normalengleichung : f, (X, lo)(l_io)"' fy (X o Y, (X'lo) =0
(fiir grad f ( x g, lo) # 0). Analogim R*

Differentation im R"

Beispiel: f: D c R"— R™.
Total differenzierbar: 3 AeR™™.f(x) = f (X)) +A(X—- X ) +0(|Xx—- x4D
Jordan Matrix : A = J; (x) = ((grad f; (x))T, ..., (gradf, (x))7)
Kettenregel : Js.g (f (X)) = Jg (F (X)) J; (X) =
gradf = vf = J; (x)T

a?f Pt 3f
AMf=v.vf=z — + — + —

ax2  9x3  9x3

ov ov ov

divv=v.-v=Spurdi(x) = — + — + —
0Xq 0Xo 3X3

g dvyp
g oxg
vy dvg T
roty =| 7~ o, = V*Y und (rotv (X g))x(X = X ) = (Jy (X o) = Jy (X )") (X = X )
Ny Bvg
xy o
| SR S
Hesse — Matrix: H; (x) = (f,(i x; X) =
fenx; - Txnxn

alokale Extremstelle = gradf(a) =0

H; (x) positiv definit = a istlokale Minimalstelle
H¢ (X) negativ definit — a ist lokale Maximalstelle
H¢ (x) infinit = a ist Sattelpunkt




