
Formelsammlung
HöhereMathematik I ! II
Allgemeines
Binomialkoeffizienten
n
k :

n
k n k

n
k 1

n
k

n 1
k a b n

k 0

n n
k ak bn k

Summenformeln

k 0

n
k

n n 1
2 k 0

n
k2

1
3
n n 1 n

1
2 k 0

n
k3

n2 n 1 2

4

k 0

n 1
k k 1

n
n 1 k 0

n
ak bn k

an 1 bn 1

a b
n 1 an k 0

n
qk

1 qn

1 q

Elementare
Sätze:

1 h n 1 nh, falls h 1 Ia bI IaI IbI

Cosinussatz : c2 a2 b2 2 ab cos Sinussatz :
sin
a

sin
b

sin
c

ax2 bx c 0 x1,2
b
2a

1
2 a

b2 4 ac

RationaleNullstellenvon f x an xn ... a1 x a0 mit ai findetmanunter

denBrüchen
a
b
in denen a Teiler von a0 ist undbTeiler von an ist.

Hoehere Mathematik I+II.nb 1

Diese Formelsammlung wurde von Jan Peters (www.jan-peters.net) 
erstellt und hat vielen Studenten durch ihr Vordiplom geholfen. Den 
Autoren wuerde ein Link zu seiner 
Downloadseite.............................................................                
http://www.jan-peters.net/Miscellaneous/LectureNotes                                              
sehr freuen!



Aussagenüber die
trigonometrischenFunktionen

Allgemein :
sin 2 k sin cos 2 k cos tan x tan x
sin sin cos cos tan x tan x
sin sin cos cos

cos
2

sin sin
2

cos

sin2 x cos2 x 1

AdditionstheoremevonSinus undCosinus
sin sin cos cos sin cos cos cos sin sin

sinx siny 2 sin
x y
2

cos
x y
2

cos x cosy 2 cos
x y
2

cos
x y
2

cos 2 x cos2 x sin2 x 2 cos2 x 1 sin 2 x 2 sinx cos x

1 cos x 2 cos2
x
2

1 cosx 2 sin2
x
2

sin sin2 ... sin n
sin n 1

2
sin n

2

sin
2

tan
tan tan
1 tan tan

arctan x arctany arctan
x y
1 xy

für xy 1

arctan x arctan
1
x 2

x 0
6 4 3 2

cosx 1
3
2

1

2

1
2

0

sinx 0
1
2

1

2

3
2

1
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Harmonische
Schwingungen

HarmonischeSchwingung : s t Acos t

Nullphase, t Phase, AAmplitude, f :
1
T
Frequenz undPeriodeT

2
.

Superpositionvon s1 t A1 cos t 1 und s2 t A2 cos t 2 :
s t : s1 t s2 t

mit A u2 v2 , cos
u
A
, sin

v
A
, u : A1 cos 1 A2 cos 2 und

v : A1 sin 1 A2 sin 2.

Aussagenüber die e Funktion
Euler Formel : ei : cos i sin cos

ei e i

2
sin

ei e i

2
FormelnvonDeMoivre :
ei ei

ei ei n ein ei ei
1

ei
cos i sin n cos n i sinn

a1 ei 1 t a2 ei 2 t a1 e
i 1 2

2 t a2 e
i 1 2

2 t ei
1 2
2 t

Hyperbolikusfunktionen

coshx
ex e x

2
sinhx

ex e x

2
tanhx

sinh x
cosh x

sinh x y sinh x coshy coshx sinh y
cosh x y cosh x coshy sinh xsinh y cosh2 x sinh2 x 1

arsinh ln x x2 1 arcosh ln x x2 1

Sphärische
Trigonometrie

1.Cosinussatz : cosa cos c cosb cos sinc sin b
2.Cosinussatz : cosa cos cos cosa sin sin

Sinussatz :
sin a
sin

sin b
sin

sinc
sin
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Abschätzungdesnatürlichen
Logarithmus

y 0 : 1
1
y

ln y y

1
1

n 1
ln

n 1
n

1
n

Cn :
k 1

n 1
k

ln n und für n gehtCn C 0, 57722. ..

C heißt Euler Mascheroni Konstante

Komplexe
Zahlen
Sei z u iv : x iy x, y , danngilt :

z u iv Re z u Im z y z x2 y2

UmwandlungKartesisch Polar
Gegeben : z u iv
Dann : z rei mit

r x2 y2 und
arccos x

r
falls y 0

arccos x
r

falls y 0

UmwandlungPolar Kartesisch
Gegeben : z rei

Dann : z u iv mit
u r cos und v r sin

Rechenarten :
Addition Subtraktion : a ib c id a c b d i

Multiplikation : r1 ei r2 ei r1 r2 ei

Division : r1 ei r2 ei r1 r2 ei

n teWurzel : a
n

a ei
k
n k 0, 1, 2, ... , n 1

2 teWurzel : z a i b

r a
2

i r a
2

falls b 0

r a
2

i r a
2

falls b 0

Lineare Algebra und
AnalytischeGeometrie
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Rechenregeln für
Vektoren

Addition, Subtraktion, Multiplikationmit einemSkalar komponenten
weise, assoziativ, kommutativunddistributiv.

Linearkombination : z
i 1

m
x i i

Skalarprodukt : x T y
i 1

m
xi yi , x T y x y cos

Vektorprodukt : a b
a2 b3 a3 b2
a3 b1 a1 b3
a1 b2 a2 b1

, x y x y sin

x y y x

u v
1
4
II u v II2

1
4
II u v II2

Grassmann Id. : a b c aT c b aT b c
Spatprodukt : a, b, c : cT a b det a, b, c

Regeln :
a, b, c linearunabhängig det a, b, c 0

a, b, c Rechts System det a, b, c 0
a, b, c Links System det a, b, c 0

Flächeninhalteund
Volumina

Flächeninhalteines n Ecks :

FA
1
2 i 1

n
xi 1 y0 yi 1 x0

Parallelogramm: F a b Dreieck : F
1
2

a b

Tetraedervolumen :
1
6
det a, b, c Spatvolumen : det a, b, c
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Rechenregeln für
Matrizen

Addition, Subtraktion, Multiplikationmit einemSkalar elementweise,
assoziativ, kommutativunddistributiv.

Transposition : ai,j T aj,i

Matrixprodukt : A B i,j :
j 1

n
aij bjk

letztere ist assoziativunddistributiv, aberNICHT kommutativ .

A 1 1
det A ij mit 1 i j det Aij

LineareGleichungsysteme
Ax b

Lösungdurch : 1 Gauß Algorithmus 2 Determinanten
Fallunterscheidung :

UmwandlungderMatrix in Treppenform :

Ab Elimination C
d
e

Regulärer Fall : e existiert nicht unddhat nKomponenten
Singulärer Fall ohne Lösung : r n undd 0

Singulärer Fallmit unendlichvielen Lösungen : r n undd
0
Mehrere rechte Seiten: AX B A x j b j
Inverse :

AX E A 1 X
A regulär AB 1 B 1 A 1

SingulärerFall :
SpezielleLösung A x b des homogenenLGS

AllgemeineLösung Az 0 des inhomogenenLGS
AllgemeineLösung A x z 0 deshomogenenLGS
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Determinante
Definition :

n 1 : det A : a1

n 1 : det A :
i 1

n
1 i 1 a1 i det A1 i

Eigenschaften :
det AB det A det B det 0 0 det E 1
A regulär det A 0 Asingulär det A 0

Effektive Berechnung einer Determinante :
UmwandlungderMatrix in Zeilen Stufenform. Hierbei ist

det A
i 1

n
aii

A n,n antisymmetrischundnungerade det A 0

Eigenwert
und Eigenvektorproblem

Gesucht : , q so daß A E q 0
CharakteristischesPolynom : A : det A E
EigenvektorraumzuEigenwert i: V i : Kern A i E

Eigenwertbei symmetrischenMatrizen :
1.Alle Eigenwertesind reell.
2. EigenvektorenzuverschiedenenEigenwertensindorthonormal.
3.Die algebräischeVielfachheit vonEigenwerten wieoft ein EW eine
Nullstelle ist ist gleichder geometrischen Anzahlder Eigenvektoren .

1.BesitztAdenEigenvektorb zumEigenwert , dannhaben A, Am, A Eund
m Am ... 1 A1 0 dengleichenEigenvektor, aber zu einemanderem
Eigenwert , m, und m

m ... 1
1

0.
2. A undAT habendiegleichenEigenwerte, aber andereEigenvektorräume.
3.Die ähnlichenMatrizenAundB 1 ABhabendie gleichenEigenwerte. b ist genau
dannEigenvektor vonA, wennB 1 bEigenvektor vonB 1 AB ist.
4.A ist genaudann invertierbar, wenn alleEigenwerteungleichnull sind.
5.AundA 1 habendiegleichenEigenwerteund vektoren.
6.Die EigenvektorenzuverschiedenenEigenwertensind linearunabhängig.
7. Sei B : b 1, b 2, ... , b n ausdenEigenvektorenvonAgebaut. Danngilt :
D : diag 1, 2, ... , n B 1 AB, fallsAAT AT A.
8.Ak BDk B 1

9. min
xT Ax
IxI2

max
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QuadratischeForm,
Hauptachsentransformation
QuadratischeForm : q x x T A x

FallsA indiagonalform, ist q rein quadratisch.q x 1 x12 ... n xn2

min IxI2 q x max IxI2

Hauptachsentransformation :
BT AB diag 1, 2, ... , n q x q B y 1 y12 ... n yn2

Positiv definit : x 0 q x 0 Negativdefinit : x 0 q x 0
Ansonsten indefinit. Bei semidefinitenFällen gilt auch gleich.
A AT positiv definit W n,n. W invertierbarundWT AWpositiv definit.
A AT positiv definit AlleEVvonApositiv
A AT positiv definit i. aii 0
A positiv definit A LLT mit L invertierbarer, unterer Dreiecksmatrix
A AT 2,2 positiv definit a11 0 det A 0

A AT 3,3 positiv definit a11 0 det
a11 a21
a21 a22

0 det A 0

Allgemeines
LineareUnabhängikeit :

z
i 1

m
x i i 0 1 2 . .. m 0

Vektorraum : V A x x
Kriteriumfür Vektrorraum :
I x, y x y II x , x

BasisvonV : SpaltenvonA, falls diese linear unabhängig
KernA A A x x n

BildA A x A x 0
RangA : Anzahlder linearunabhängigenSpaltenvonA.

RangA : dimBildA
dimBildA dimKernA RangA dimKernA dimV mit z.B. : V : n

RangAB min RangA, RangB
Ahat Rangn AT A regulär.

Satz : DerRangbleibt unverändert unter den elementarenUmformungen :
a. Vertauschungen a i a j

b. Skalieren a i a i
c. Vielfachesvon ai zu aj. a j a j a i

OrthogonalesKomplement :
: x xT y 0 y , Bsp : 0

AntsymmetrischeMatrizen : AT A, Symmetrische : AT A
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Basiswechsel
BasiswechselvonE e 1, ... , e n nachB b 1, ... , b n .
OhneUrsprungverschiebung : x B B 1 x x B x B

Mit Ursprungswechsel : x B 1 x p bei um pverschobenenUrsprung.

Triviale Vektorgleichungen
EuklidscheLänge Norm : x : x T x
Dreiecksungleichung : x y x y

x x
Cauchy Schwarz : x T y x y

Winkel zw. Vektoren : cos
xT y

x y

Orthogonal : x T y 0

Häufige Aufgabe

v n alsLinear
kombinationvon
x 1, ... , x n darstellen.

i x i
T v

mit i .

Orthogonale Zerlegung
von a langs b

a a b a n mit a b
a b
I b I2

b und a n a
a b
I b I2

b
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Schmidts
Orthogonalisierungsverfahrenmit Normierung

Start : x 1 :
y
1

y
1

Für k 2, ... , n :
z : y

k

Für i 1, ... , k 1 :
: x i T y

k
z : z x

: z
Falls 0, dannVektorennicht linearunabhängig.

xk :
z

Bemerkung : Für einONSgilt XXT E.

LineareAbbildungen
f : heißt linear, gdw. f x y f x f y und f x f x

f injektiv Kern f 0
f surjektiv BildA N

f biijektiv RangA m n
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SpiegelungenundDrehungen
in 2
Drehung : Spiegelung :

Q
cos sin
sin cos S

cos sin
sin cos

Q
x
y

r cos
r sin S

x
y

r cos
r sin

mit r : x2 y2 und : arccos
y

x2 y2

Q 1 Q 2 Q 1 2 AlleDrehungensind kommutativ

Drehung in derEbene : d x cos
x1
x2

sin
x2
x1

Drehung imRaum : d x cos x 1 cos
x a

I a I2
a

sin
I a I

a x

a istDrehachse . D ist Drehmatrix DT D E det D 1

cos
1
2
SpurD 1

a
1

2 sin

d32 d23
d13 d31
d21 d12

falls oder D E a 0

Spiegelungander Ebene a x
_: s x

x 2 a x a

Gleichung für die EbeneE
durch3Punkte

E p a b ,

E x 3 n T x p 0

mit unnormiert als n : a b undnormiert n :
a b

a b
.

Standardprobleme
ImFolgendensei : G1 a b , G2 c d ,

E1 p r s , , E2 v y z ,

bzw. : E 1 x p n 1 x 3 , E2 x v n 2 v 3

1.Winkel zwischenEbenen Winkel zwischendenNormalen

cos
I n 1 n 2 I

I n 1 I I n 2 I
I n b I
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2.Winkel zwischenEbene E1 undGeradeG1: sin
1

I n 1 I I b I
3. Sind zweiGeradenparalle : b d 0 b 0 d 0 b , d parallel

oder : b c
4. Abstandeines Punktes P 3 zu einer EbeneE1 :

d
I p P n 1 I

I n 1 I

5. Abstandeines Punktes P 3 zu einerGeradenG1 :
d

I a P b I
I b I

6.AbstandzwischenGeraden :

Falls b, d parallel : d
I c a b I

I b I

Sonst : d
I c a b d I

I b d I
det c a , b, d

I b d I
7. Schnittgerade :

x a t n 1 n 2
8. Dreibeinmit gegebenenerstenBein

a 3 gegebenmit a 1.
Gesucht ist Q a, b, c mit Q 1.
Fall 1 : a1 a2 , a3

: a22 a32 , :
a2 , :

a3

Q
a1
a2
a3

0
a1
a1

Fall 2 : Für i gelte ai aj , ak
i, j, k geradePermutationvon 1, 2, 3.
i : 1, j : 2, k : 3.
Falls a2 a3 dann

Falls a1 a2 , dann i : 2, j : 3, k : 1.
sonst :

Falls a1 a3 ,
dann i : 3, j : 1, k : 2.

: aj2 ak2 , :
aj
, :

ak

bi : 0 bj : 0 bk :
ci : cj : aj ck : aj
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Koordinatensysteme
KartesischeKoordinaten : x x1, x2, x3 3

Polarkoordinaten : : x2 y2 und : arc x, y , zwirdübernommen
x cos und y sin

Kugelkordinaten

r : x2 y2 z2 , arc x, y , arc z, x2 y2

x r sin cos , y r sin sin und z r cos
GedrehteKoordinaten

x
y
z

Q
x
y
z
mit det Q 1 undQ orthogonal.

Drehungumdie z Achse : Drehungumdie y Achse :

Q
cos
sin
0

sin
cos
0

0
0
1

Q
cos
0
sin

0
1
0

sin
0

cos

Drehungumdie x Achse :

Q
1
0
0

0
cos
sin

0
sin
cos

Diverses

diag 1, ... , n
1 diag

1

1
, ... ,

1

n

1

A, C n,n ähnlich B n,n, B invertierbar. C B 1 AB.

Analysis
Intervallschachtelung

Essein an, bn eineFolgemit n 1, 2, 3, ...
I a1 a2 a3 ... b3 b2 b1
II bn an 0 für n
oderäquivalent : 0. n0. n n0. bn an

Vollständigkeitsaxiom: Zu jeder Intervallschachtelunggibt es ein c , welches

allen Intervallenangehört :
n 1

an, bn c
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Folgen
Folge ist ak k 1
Beschränkt : n. an c
Nullfolge : an heißt Nullfolge, wenn 0. N . n N . an
Konvergenz : an konvergiert gegeng, wenn an g Nullfolge.
Alsowenn : 0. N . n N . an g

Sätze für konvergenteFolgen :
Bei Addition Subtraktion, Multiplikation, Division vonFolgen ist derGrenzwert
auch die Summe Differenz, Produkt, Quotient derGrenzwerte.
KonvergenteFolgen sindbeschränkt.
Jede beschränkteFolgehatmindestenseinenHäufungswert
Bolzano Weierstraß
Jede beschränkteFolgehat einen größtenund einenkleinstenHäufungswert
Eine Folgemit genaueinemHäufungswert ist konvergent.

KonvergenzkriteriumvonCauchy
EineFolge an konvergiert genau, dannwenn

0. N . n, m N . an am

Endliche
Reihen

k 0

n
qk

1 qn 1

1 q k p

q
k

1
2
p q q p 1

k 0

n
k

1
2
n n 1

k 0

n
2k n2

k 0

n
2 k 1 n n 1

k 0

n
k2

1
6
n n 1 2 n 1

k 0

n
2 k 1 2 1

3
n2 4 n2 1

k 0

n
k3

1

2
n2 n 1 2

k 0

n
2 k 1 3 n2 2 n2 1

k 0

n
k4

1
30

n n 1 2 n 1 30n2 3 n 1

k 1

n
k xk 1 1 n 1 xn n xn 1

1 x 2
mit x 1
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Unendliche
Reihen

GeometrischeReihe :
k 0

xk
1

1 x
mit x 1 fest.

HarmonischeReihe :
k 1

1
k
divergent.

RiemannscheZeta Funktion :
k 0

1
kx

: x mit x undx 1.

AlleAussagenüber Folgen lassensich auf Reihenübertragen.

AbsoluteKonvergenz :

n 0
an absolut konvergent, wenn

n 0
an konvergent.

Majorantenkriterium :

an c n und
n 0

cn konvergent
n 0

an absolut konvergent.

Leibnizkriterium :

a1 a2 a3 ... und lim
n

an 0
n 0

1 n an konvergent.

Wurzelkriterium :

q 1 n n0. an
n q

n 0
an absolut konvergent.

Quotientenkriterium

q 1 n n0.
an 1

an
q

n 0
an absolut konvergent.

Umordnungssatz :
JedeUmordnungeiner absolut konvergentenReihekonvergiert ebenfalls undhat
dengleichenGrenzwert. WenndieReihe konvergent, abernicht absolut
konvergent, kannman durchumstellen ihrer Glieder jedenGrenzwert erreichen,
auch .
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Wichtigeunendliche
Reihen
Exponentialfunktionen

exp x :
n 0

xn

n
ax :

n 0

x ln a n

n

Logarithmusfunktion

ln x :
n 0

1 n x 1 n

n
Konvergiert nurbei 0 x 2

ln x :
n 0

1 n x 1 n

n xn
Konvergiert nurbei

1
2

x

ln x : 2
n 0

1
2 n 1

x 1
x 1

2n 1
bei x 0

TrigonometrischeFunktionen

sinx :
n 0

1 n x2n 1

2 n 1
cos x :

n 0

1 n x2n

2n

Inverse trigonometrische Funktionen

arcsinx :
n 0

1 3 5 2n 1 x2n 1

2 4 6 2n 2 n 1
Konvergiert nurbei x 1

arccosx :
2

arcsinx arctan x :
n 0

1 n x2n 1

2 n 1

Hyperbelfunktionen

sinhx :
n 0

x2n 1

2 n 1
cosh x :

n 0

x2n

2 n

Areafunktionen

Arsinx :
n 0

1 n 1 3 5 2 n 1 x2n 1

2 4 6 2 n 2 n 1
Konvergiert nur bei x 1

Arcosx : ln 2 x
n 0

1 3 5 2 n 1 x2n 1

2 4 6 2 n 2n x2n
Konv. nur bei x 1

Artanx :
n 0

x2n 1

2 n 1
Konvergiert nur bei x 1

1
1 x

k 0

xk
1

1 x 2
k 0

k xk
1

1 x 3
k 0

k k 1 xk
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Doppelfolgenund
Reihen

Diagonal oder Standardweg :
k 0

Dk mit Dk
l 0

k
al,k l

Zeilenweise :
i 0
Zi mit Zi

j 0
aij

Spaltenweise :
j 0
Sj mit Sj

i 0
aij

GroßerUmordnungssatz :

Falls . m, n.
i 0

m

j 0

n
aij gilt, danngilt auch

i 0
Zi

j 0
Sj

k 0
Dk aij

bel.Weg

Cauchy Produkt : Falls
n 0

an ,
n 0

bn absolut konvergent, dann

n 0

an
n 0

bn
k 0

Dk
k 0 l 0

k

bl ak l Dk
l 0

k
bl ak l

Potenzreihen

f z :
j 0
aj z a j

Konvergenzgebiet : 0
Konvergenzscheibe Intervall : Ur a x x a r
Lemma : f konvergent für z0 0 Konvergenz für zmit z z0.

SatzvonHadamard :

r

0 falls an
n divergent

falls an
n eineNullfolge
1

limsup
n

an
n sonst

r lim
n

an
an 1

Falls lim
n

an 1

an
0, danngilt r
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Funktioneneiner
Variable

Stetigkeit in Punkt x :
1. Definition : 0. 0. x . x x f x y

2. Definition : 1 x D. 2 lim
x x

f x f x y

f stetig auf a, b Vx a, b . f x stetig
JedePotenzreihe ist stetig auf ihremKonvergenzgebiet.
Zwischenwertsatz : EinestetigeFunktionnimmt auf einem Intervall a, b jeden
Wertzwischenf a und f b an.
Schrankensatz : EinestetigeFunktion ist auf Intervall a, b überall beschränkt.
EinestetigeFunktionnimmt auf a, b ihrMaximumund ihrMinimuman.
GleichmäßigeStetigkeit :

0. 0. x, x . x x f x f x

Grenzwerte

0.
x
e x

x e x 0 für x

0.
ln y

y
0 für y

0. x ln x 0 für x 0

Wenn f x g x 0 oder f x g x , dann

lim
x x

f x

g x
lim
x x

f ' x

g' x
L' Hospital
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Differentialrechnung
f x h f x h f ' x h R x, h

f ' x lim
f x x f x

x
f, g seinen im folgendenstetigunddifferenzierbar auf a, b .

Satz von Rolle : f a f b 0 a, b . f ' 0.
f hat nNullstellen f ' hat n 1Nullstellen
EineNullstellevon f an istm fach, wenn

f f ' f '' ... f m 1 0 und f m 0.

Mittelwertsatz :

a, b . f '
f b f a
b a

Verallgemeinerter Mittelwertsatz : Bedingung x a, b . g x 0

a, b .
f b f a
g b g a

f '
g '

Minimum : f ' x 0 f ' ' x 0 Konkav : f '' x 0
Maximum : f ' x 0 f ' ' x 0 Konvex : f '' x 0

Wendepunkt : f '' x 0 f '' ' x 0

ElementareRegeln zum
Differenzieren

d
dx

c y C c
dy
dx

d
dx

u x v x
du
dx

x
dv
dx

x

d
dx

u x v x u x
dv
dx

x
du
dx

x v x

d
dx

u x
v x

du
dx

x v x u x dv
dx

x

v x 2

du v x
dx

du
dv

dv
dx

u' v x v' x
df 1

dx
1

f ' f 1 x
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Regeln zum
Differenzieren

d

dx
x x 1 d

dx
sin x cos x

d

dx
cos x sinx

d
dx

tan x
1

cos2 x
d
dx

cot x
1

sin2 x
d
dx

arcsinx
1

1 x2

d

dx
arccos x

1

1 x2

d

dx
arctanx

1

1 x2
d

dx
arccot x

1

1 x2

d
dx

ex ex
d
dx

ax ax ln a
d
dx

ln IxI
1
x

d
dx

lna x
1

x ln a
d
dx

sinh x coshx
d
dx

cosh x sinhx

d
dx

sinh x cosh x
d
dx

coshx sinhx
d
dx

tanhx
1

cosh2 x
d
dx

arsinhx
1

x2 1

d
dx

arcosh x
1

x2 1
d
dx

u x v x u x v x u' x v x
u x

v' x lnu x
d
dx

x
1

2 x
DieAbleitungeinerPotenzreiheerhältman durch gliedweiseDifferentation.

Taylor
Reihe
Version1 :

f x0 h f x0 f ' x0 h f ' x0
h2

2
... f m 1 x0

h m 1

m 1
Rm x0, h

Restglied : Rm x0, h f m x0 h
hm

m
mit 0, 1

Version2 :

f x f a f ' a x a f ' a
x a 2

2
... f n 1 a

x a n 1

m 1
Rn 1 x

Restglied : Rn 1 x
f n 1 x a n

n 1
mit a, x

Lemma : Jedeauf einemoffenen Interval I n 1 mal differenzierbareFunktion
ist ein PolynomvomGrad n.
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Newton
Verfahren

Start x0 . Dann xn 1 xn
f xn
f ' xn

Horner Schemaund
Polynomdivision
Sei f x an xn ... a1 x a0, an 0, n 1 undb .
Für cn : an, cn 1 : cn b an 1, cn 2 : cn 1 b an 2, ... , c 0 : c1 b a0 gilt
c0 f b und f x x b cn xn 1 cn 1 xn 2 cn 2 xn 3 c1 f b

Schema :
an an 1 an 2 an 3 ... a1 a0

0 an b cn 1 b cn 2 b ... c2 c1

cn cn 1 cn 2 cn 3 c1 c0

HornerSchema in n maligerAnwendungauchzumReihenerstellenanwendbar.

Partialbruchzerlegung

Gegeben :
r x

q x

1.Schritt : Falls Grad r Grad q, Polynomdivision :
r x
q x

s x
p x
q x

2.Schritt : Produktdarstellung
q x c x b1 k1 x b2 k2 x bn kn Q x m

3.Schritt : Partialbruchzerlegung

f x
k 1

k1 A1
x b1 k k 1

k2 A2
x b2 k

...
k 1

kn An
x bn k

l 1

m Bl x Cl
Q x l

4. Schritt : Bestimmungder Ai, Bi und Ci.
Koeffizientenvergleich: Umformung, so daßdie Polynome

f x p x q x
sichgegenüber stehenunddie Koeffizientendanngleichseinmüssen.
Einsetzmethode : Multiplikationmit x bj kj und einsetzenx bj.
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Integralrechnung
Integrierbar
beschränkte, monotoneFunktionen
•stetige Funktionen
•Funktionenmit endlichvielenUnstetigkeiten
•stückweisemonotoneFunktionen

• f, g integrierbar f g, f g integrierbarund falls g 0 auch
f
g
integrierbar.

f : max f x , 0 , f : min f x , 0 und f f integrierbar
f integrierbar auf a, b f integrierbar auf c, d a, b .
Geometrische Interpretation : Flächeunter derKurve.
Eigenschaften : Linearität, Monotonie

a

b

f x dx
b

c

f x dx

a

c

f x dx
a

a

f x dx 0
a

b

f x dx
b

a

f x dx

f x I f x I
a

b

f x dx
a

b

I f x I dx
a

b

f x dx
a

b

I f x I dx

Mittelwertsatz : Sei f stetig auf a, b .

a, b :
a

b

f x dx f b a

Erweiterter Mittelwertsatz : f stetig auf a, b undg integrierbar auf a, b und 0.

Danngilt : a, b :
a

b

f x g x dx f
a

b

g x dx

Hauptsatzder Infinitisimalrechnung
f : a, b stetigund c a, b fest. Dann ist :

F x :
c

x

f t dt differenzierbarund
dF

dt
x f x .

DieStammfunktionF ist bis auf eineKonstanteeindeutig
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Integrationdurch
Substitution

R x; ax b
n

dx Substitutionvon tn ax b

R x; axm b
n

dx Substitutionvon tn xm b

R x; a2 x2n dx Substitutionvon x a sin t

R x; a2 x2n dx Substitutionvon x a tan t

R ex dx Substitutionvon t ex, x ln t, dx
dt
t

R tan x dx Substitutionvon t tan x, x arctan t, dx
dt

1 t2

R sin x; cos x dx Substitutionvon t tan
x
2
, sin x

2 t
1 t2

,

cos x
1 t2

1 t2
, dx

2 dt

1 t2

R sin x; cos x dx Substitutionvon t tan x, sin2 x
t2

1 t2
,

cos2 x
1

1 t2
, dx

dt
1 t2

R x; x2 a2 dx Substitutionvonx a cosh t, t ln
x x2 a2

a

R x; x2 a2 dx Substitutionvonx a sinh t, t ln
x x2 a2

a

R x;
ax b
cx e

n dx Substitutionvon t
ax b
cx e

n , x
etk b
a ctk

,

dx k ae bc
tk 1

a ctk 2
dt
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Regeln zum
Integrieren
Partielle Integration :

a

b

f ' x g x dx f x g x x a
x b

a

b

f x g ' x dx

Substitution : t strengmonotonunddifferenzierbar, dann

a

b

f x dx f t ' t dtmit a und b.

Allgemeine Vorgehensweise :
1.Wähle t 2. Berechne , : 1, : 1 b
3. Setzex t in f ein : f t 4. Setzedx ' t dt ein.

DieStammfunktion einer Potenzreiheerhält mandurch gliedweise Integration.

Wichtige Integrale :
dx
x

ln Ix I C
dx

x k

1
k 1

1
x k 1

C

Spezialfälle :

Zwei reelleNst. :
1

x0 x1

1
x x0

1
x x1

dx
1

x0 x1
ln

x x0
x x1

C

Doppelte reelleNst. :
A2

x x0 2
A1

x x0
dx

A2
x x0

A1 ln x x0 C

Seiq x : ax2 bx c, a 0 undD : b2 4 ac

dx
q x

2
IDI

arctan 2ax b
IDI

fallsD 0

2
2ax b

fallsD 0

1
IDI

ln 2ax b IDI
2 ax b IDI

fallsD 0

Ax B
q x

dx
A
2 a

ln q x B
Ab
2 a

dx
q x

dx
q x n

2ax b
q x n 1 4 n 6 a dx

q x n 1

n 1 4 ac b2
für n 2, 3, 4, ...

Ax B

q x n
dx

A

2 1 n a

1

q x n 1
B

Ab

2 a

dx

q x n
für n 2, 3, 4, ...
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Wichtige
Integrale

xn dx
1

n 1
xn 1 C

1
x
dx ln IxI C

sin x dx cos x C cos x dx sinx C

tan x dx ln Icos xI C cot x dx ln Isin xI C

1
cos2 x

dx tan x C
1

sin2 x
dx cot x C

1

1 x2
dx arcsin x C

1
1 x2

dx arctanx C

dx
1 x2

1
2
ln
1 x
1 x

C eax dx
1
a
eax C

sinh x dx cosh x C coshx dx sinhx C

1
cosh2 x

dx tanh x C
1

sinh2 x
dx cothx C

1

a2 x2
dx ln x a2 x2 C arsinh

x

a
C

1

x2 a2
dx ln x x2 a2 C arcosh

x
a

C

1

a2 x2
dx arcsin

x
a

C
1

a2 x2
dx

1
a
arctan

x
a

C

1
a2 x2

dx
1
2 a

ln
a x
a x

C
1

x2 a2
dx

1
2 a

ln
a x
a x

C

Sei p einPolynommit Grad p n

p x eax dx
1
a
p x

1
a2

p' x
1
a3

p'' x ...
1 n

an 1
p n x eax
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Uneigentliche Integrale

a

f x dx : lim
b

a

b

f x dx
b

f x dx : lim
a

a

b

f x dx

f x dx : lim
a
b a

b

f x dx

Bei unendlich langen Integrationsintervall :
1. ErsetzedieuntereGrenze

durch aunddie obereGrenze durch b.

2. BerechnedieStammfunktionFund
a

b

f x dx F b F a

3. StudiereF a für a undF b für b . DiesebeidenGrenzwerte

existierengarantiert , wenn I f x I
c
x

mit 1 hinr.abernicht notw. .

Bei unbeschränktem Integranden :
1. FindealleSingularitäten in a, b . Prüfe f a ,

f b und f x mit x a, b .
2. Zerlege a, b an dengefundenenSingularitätenvon f. Bearbeite jedes
Teilintervall a', b' für sich.

3. BerechnedieStammfunktionFund
a'

b'

f x dx F b' F a'

4. StudiereF b' undF a' für 0.

Ein weiterer Satz :
Falls f auf a, b stetig ist und falls

I f x I
c1

x a
für x a 0, festes 1 und I f x I

c2
b x

für

x b 0, festes 1, dann existiert
a

b

f x dx
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Einigeuneigentliche
Intergrale

1
0

e x xn dx n 2
0

e x2 dx
1
2

3
0

x
ex 1

dx
0

1 ln t
t 1

dt
2

6

4
0

x
e x 1

dx
2

6 2
5

0

e x2 cos x dx
1
2

e 2 4

5
0

sin x
x

dx
2

falls 0

0 falls 0

2
falls 0

Integraldarstellungder Sprungfunktion

6
0

sin x

x
dx 2

0

sin x2 dx
2

7
0

cos x
1 x2

dx
2
ln 2

GewöhnlicheDifferentialgleichungen
Allgemeines zu
Differentialgleichungen

Ordnungder DGL : HöchsteOrdnungder Ableitungen
Gradder DGL : Grad der höchstenPotenz
AllgemeineLösung einerDGLn ter Ordnunghatn freie Parameter.
Partikuläreoder spezielleLösung : LösungderDGL, dien vorgegebene
Bedingungenerfüllt.
LineareDGLs : DGLs 1.Grades.
Anfangswertproblem : DGLundAnfangsbedingungenAB : y t0 y0

DGLundABhaben immer eine eindeutigeLösung
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GewöhnlicheDifferentialgleichungen
1. Ordnung

Form : F x, y, y' 0

Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen :
dy
dx

f x
g y

g y dy f x dx g y dy f x dx

Gleichgradige Differentialgleichungen 1.Ordnung :
dy
dx

f x, y
g x, y

wobeiderGrad vong x, y und f x, y hinsichtlichder Variablen

gleich ist. DannSubstitutionvon z :
y
x
undTrennungderVariablen.

LineareDifferentialgleichungen
1. Ordnung

Normalform : y' y a x b x , b x heißt Störfunktion.

Homogene Differentialgleichung: b x 0
y C e a x dx.

Inhomogene Differentialgleichung: b x 0
Integration durch Substitution :

Lösungsformel : y
1

A x
A x b x dx C mit A x e a x dx

Integration durch Variation der Konstanten :
LösungderhomogenDGLbestimmen : yH x

y x yH x mit x
b x
yH x

dx

Integration bekannter partikulärer Lösung yP :
LösungderhomogenDGLbestimmen : yH x , dann :

y x yH x yP x
Sindzwei partikuläreLösungenyP1 x , yP2 x bekannt, dann gilt :

y x yP1 x C yP2 x yP1 x
DieseSätzegeltenallgemein für lineareDGLs beliebigerOrdnung.
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Totale exakte
Differentialgleichungen

Form : P x, y dx Q x, y dy 0

Bedingung :
P x, y
y

Q x, y
x

Unmittelbare Intergration :

P x, y dx Q x, y
P x, y
y

dx dy C

oder

Q x, y dx P x, y
Q x, y
x

dy dx C

LineareDifferentialgleichungen
2. Ordnung

Normalform : y' ' a1 x y' a0 x y x b x , b x heißt Störfunktion.

Homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten :
b x 0, a1, a0 konstant.

NullstellendesCharakteristischenPolynoms : P 2 a1 a0 0
AllgemeineLösung :

Fall 1 2 : y C1 e 1 x C2 e 2 x

Fall 1 2 : y C1 x C2 e x

Fall
i : y C1 cos x C2 sin x e x R e x sin x

Homogene Differentialgleichung mit veränderlichen Koeffizienten :
Zu ihrer Lösungmußein partikuläres Integral yp gefundenwerden.
Lösungsansatz : y yp z
Mit Substitution z' u entsteht eineDGL 1.Ordnung.

Inhomogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten :

BILD : BartschS .458
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Rechte Seiten für lineare
Differentialgleichungen

BildRade Westergren
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LineareDifferentialgleichungen
n.Ordnung

DGL : y x A y x b x

Homogene Differentialgleichung: b x 0

y x eAx y
0
mit eAx : E A

x

1
A2

x2

2
A3

x3

3
...

Inhomogene Differentialgleichung: b x 0

y x eAx e Ax b x dx

Lösung des Anfangswertproblemes : DGLundAB y 0 y
0

y x eAx y
0

e Ax b x dx

Effektive Berechnung von eAx fürA
a b
c d :

Schritt 1 : CharakteristischesPolynomP det E A
Schritt 2 : Berechnungder Nullstellen ,

1
2
a d a b 2 4bc und

1
2
a d a b 2 4bc

Probe : a d und ad bc detA

Schritt 3 : Setze : a b 2 4bc , dann

eAt
1
e t A E

1
e t E A , falls 0 d.h. .

eAt e2 t E A E t , falls 0, d.h.

Für n 2wird zurücktransformiert :
z x X 1 y x

mit nicht singulärerMatrix X n,n von xunabhängig. Hierbei ist X aus den linear
unabhängigenEigenvektorengebaut.

z' x X 1 y' x X 1 AX z x X 1 b

FindeX, sodaß : diag 1, ... , n
AX X A x i i x i
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Rechte Seiten für lineare
Differentialgleichungen

BildRade Westergren
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Differentialgeometrie
Kurven im n

f : t y; f : n

Bogenlänge : L
a

b

II x II dt

Tangentenvektor : t
x

I x I

x
t x'

d x

ds

Hauptnormaleneinheitsvektor : n
t

I t I

x t

I x t I
n

r ''

I r '' I

Binormaleneinheitsvektor : b t n

Krümmung :
I x x I

I x I3

I t I

I x I
I x ' ' I

Krümmungsradius : r
1

Torsion Windung :
x x x

I x x I2

x ' x '' x '' '

I x ' ' I2

Torsionsradius : r
1

Frenet Formeln :

t n, n t b und b n
FallsdieBogenlängeParameter, dann gilt hier 1

WaagerechteTangente : y 0 x 0
SenkrechteTangente : y 0 x• 0
SingulärePunkte : y 0 x• 0

Flächeunterder Kurve : F
1
2

xy yx dt
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ReellwertigeFunktionen
mehrer Veränderlichen

Beispiel : f : D n .
r Umgebung : Ur a : x I x a I r mit r 0.
InnererPunkt : a heißt innerer Punktgdw. r 0. a Ur a .
Doffen x D x innerer Punkt
RandvonD : D : a D r 0. Ur a x, y x D, y D
Dabgeschlossen : D D. Dbeschränkt : k 0. x D. I x I K
Dabgeschlossenu. beschränkt Dkompakt.
StationäreStelle : grad f 0

PartielleAbleitung :
f
xi

a Gradient : grad f x
f
x1
, ...

, f
xn

f ' T

SatzvonSchwarz :
xi

f
xj xj

f
xi

fxi xj , falls Doffen und f
2

Total differenzierbar : a n. f x f x 0 a x x 0 o x x 0 I
1. f x f x 0 grad f x 0 x x 0 o x x 0 I
2. f in x 0 stetig.

3. Dv f x grad f x v a v lim
t

1
t
f x t v f x v n

Kettenregel :
d
dt
f x t grad f x t x t

Richtungvongrad f x MaximalerAnstieg
Tayler Formel :

f x y f x Dv f x
1
2

Dv2 f x ...
1
k

Dvk f x Rk x, v

mit Rk x, v
1

k 1
Dvk 1 f x k v mit 0 k 1

Implizite Funktion
f x, y 0 f x, g x 0 y g x heißt implizite Funktion

g' x
fx x, y
fy x, y

g'' x
1
fy

fxx 2 fxy g' fyy g'2

g' x 0 g x maximal in x. g' x 0 g x minimal in x.
f x, y 0 fx x, y 0 fy x, y 0 WaagerechteTangente.
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Spezialitäten
Polarkoordinaten : F r, f r cos , r sin

fx Fr cos
1
r
F sin , fy Fr sin

1
r
F cos ,

f : fxx fyy Frr
1
r
Fr

1
r2
F

Kugelkoordinaten : F r, , f r cos sin , r sin sin , r cos

fx Fr cos
1
r
F sin , fy Fr sin

1
r
F cos ,

f : fxx fyy fyy Frr
2
r
Fr

1
r2 sin2

F
1
r2
F

1
r2

cot F

grad f x, y in x 0, y 0 orthogonal zu f x, y cmit f x 0, y 0 c

Normalengleichung : fx x 0, y 0 x x 0 fy x 0, y 0 y y
0

0

für grad f x 0, y 0 0 . Analog im 3.

Differentation im n
Beispiel : f : D n m.
Total differenzierbar : A n,m. f x f x 0 A x x 0 o x x 0 I
JordanMatrix : A Jf x grad f1 x T, ... , grad fn x T

Kettenregel : Jf g f x Jg f x Jf x
grad f f Jf x T

f f
2 f

x12

2 f

x22

2 f

x32

div v v SpurJf x
v

x1

v

x2

v

x3

rot v

v3
x2

v2
x3

v1
x3

v3
x1

v2
x1

v1
x2

v und rot v x 0 x x 0 Jv x 0 Jv x 0
T x x 0

Hesse Matrix : Hf x fxi xj x
fx1 x1 ... fx1 xn
... ... ...

fxn x1 ... fxn xn
a lokaleExtremstelle grad f a 0

Hf x positiv definit a ist lokaleMinimalstelle
Hf x negativdefinit a ist lokaleMaximalstelle
Hf x infinit a ist Sattelpunkt

Hoehere Mathematik I+II.nb 35


