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Formelsammlung
Signaldarstellung

Grundlagen

. o 1 flirn=0
Einheitsimpuls : §[n] = { 0 sonst

Abtastung : x[t] = Z x (mTsg) 6[t— mTs] = Z X (t) 6]t — mTs]

m=—co m=-oco

t
Zeitnormierung: n = T—, Frequenznormierung: Q = wTg
s

Zeitnormiert: x[n] = x(mTg) = Z X[n]8[n—-m] =Xx[n]%é[n], ne Z
Einheitssprung : u[n] = Z én=1, u@® = foo(s(r—t) dr
0

I=—co

. i o Yt=0 00 1 %t
Diracsche § — Funktion: 6 () ={ oMdt=1 A d(w) = —f et at

A
0 Vt+0 oo 2r
Impulsdarstellung zeitkontinuierlicher Signale :

X(t):fmx(r)d(t—r)d‘t':foo(s(‘r)x(t—‘r)d‘r:x(t)*&(t)

Lineare Zeitinvariante Systeme (LTI) : Linearitat (T {ax + by} = aT {x} + bT {x}),
Zeitinvarianz(x t — ) —y (- 7); X[n—m]—y[n —
m])

Zeitkontinuierliche Faltung : y (1) = f x(Oh@-n)dr=x{) = h ()

—00

Impulsantwort

Zeitdiskrete Faltung : y[n] = Z x[n]h[n —m] = x[n]«h[n]

M=—co

LTI - Faltung : (a) Kommutativ (b) Assoziativ (c) Distributiv

Stabilitit : f ht-7)|dr<o bzw. Z h[| <
e l=—co

Kausalitét : Ein LTI — System heisst Kausal,
gdw. der Ausgabewerty () nur von den Eingangswerten x (t) zu Zeiten t < to,

t OO0
y(t)=f X(T)h(t—r)d‘t‘:f x(ht-0dr
—oo 0

n o

yinl= > ximlh[n—m]= > x{n-m]h{m]
m=—oco m=0
Diese Formelsammlung wurde von Jan Peters (www.jan-peters.net) erstellt und hat
vielen Studenten durch ihr Vordiplom geholfen. Den Autoren wuerde ein Link zu
seiner Downloadseite http://www.jan-peters.net/Miscellaneous/LectureNotes
sehr freuen!
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Faltung und Korrelation von Signalen :

Energieiibertragung : Ey = f | X@ 2dr <o

Energiekorrelationsfunktion :

Pur (V) = rx,, X, +7)dr (Autokf. : u = v; Kreuzkf.

o

¢uInl= Y x,Imlx,[n+m]

m=—oco

TpHEY)

Leistungskorrelationsfunktion (nur periodische Signale) :

1
¢IIV ) =— fx,, oOx, t+7)dr
To
To
Ix (@)1
Ixg )1
Ix (@)1

Ixg ()1

Pegel :Lgg =20 Ig

In

Orthogonale Funktion :

dB=10

N-1

und &,,[n]= N Z X, [m]x,[n+m]
m=0

Lnp =

f¢;‘, ) ¢ (V) dt = 6 KIm — n], bei K =1 orthonormal.
T
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Zeitdiskrete Fourierreihe (FR)

Funktionsbeschreibung :
Periodische : x(t) = x (t + rg) Zeigerdarstellung: x (t) = Ix (t) | e¥i*¢®
Phasenwinkel : tang = Im {x (t)} / Re {x (})}
Fourierreihe :

i . 2r 1 .

Xt = celkl o= —, ce= — | X(t)eTkotdt
_Z_: K 0 T K T ®

. . @k —jby) .
Reelle Fourierreihe|cy = ——— flirk > 0, cx = ag| :
X i (kwo 1) ib in (keo t) it L [ (t) dt
X =3Qag+ ak COS (Kwo 1) + k SIN (Kwg mi ag = — fX 5
k=1 k=1 TO T

2 2
ax= — f)"( t)cos (kwg t)dtund by = — f)"( ) sin (kwo t) 4t
To x To x
0 0

Mittlere Signalleistung :

1 o o0 1
—flf((t)lzdt= Z IckI2=Ic0I+ZZIckI2, |im—f|x(t)|2m=const.
T0 s = T-0 T a
0

k=—co

N
Abweichfehler : %) = Z c et N< oo, gy = f 1%t — % (t) P dt
k=—N T
0
Zeitverschiebung <= Phasenverschiebung

Periodische Faltung : y (t) = f X4 () X5 (1) dt, bei{cik} und {c,o} FR — Koeff. von X; (1), X5 (t)

undy (t) hat dann die FR — Koeffizienten cyy (t) = To ¢4k C2k

Zeitkontinuierliche
FourierTransformation (FT)

1 oo . _
Synthese: x(®) = —— f X(w)e' dw, Analyse: X(w)= r X (w) et dt

T —oo —co
Zeigerdarstellung : X (w) = IX(w) | eltiv @

1
Ex = Py rIX wPdw= rl X (t) I2 dt < o (Konvergiert nicht fiir peridische Systeme)
T —oo —00

o0 1 o0
Eﬂy=f xﬂ(t)xf(t)dt=2—f Xy ()X (@) dw
—00 T —0o0

1
Zusammenhangvon FRund FT: ¢, = T_ X (kwg)
0

Eigenschaften einer zeitkontinuerlichen FT :

Symmetrie : x* () <§ X (—w)
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Lineritit : axy (t) +axz (1) & aXy (@) + aXs (@)
Zeitverschiebung: Xt-1) & e X (w)

Frequenzverschiebung: ei“otx (t) EA X (w — wyg)

F 1 w
MaBstabsénderung : x(@at) & — X(—)
lal a
n ¥ ¥ n
Differentation : XM & (jo)" X(w); t"x® o j"
dt" : : dt"
t s 1
Integration: f X(m)dr & — X(w) +7X(0) 6 (w);
—00 ]CL)
1 ¥ W
—? XM +ax0)6@) & f X () dQ
] —00
s 1
Faltung H X{ M) x Xo (1) & 2— X1 (w) X2 (w)
T
1
Modulation : x1 ) xo (1) <§ 2— X (w)* X, (w); Frequenzverschiebung
T

1 1
X (t) cOs (wp) & 2 X@=0)+ = X(@+ o)

Korrelation : f X1 ()X A+ 1) dt & Xy (@) X ()

Wiener — Khintchine — Theorem :
Fourier — Transformierte der Energie — Autokorrelationsfunktionist das
S dE,,
dw
Fourier — Transformierte der Leistungs — Autokorrelationsfunktionist das

Energiedichtespektrum: E,,

Lar,

Leistungsdichtespektrum: P,, r
w

Amplitudenmodulation: y (1) =

1
X (1) Xo () & y(w) = 7 X1 @)% @)
Vi3

n ¥ 1
Allgemein: y, (t) = nxy t) S yn (@) = 7 Xo (@) 5 X1 (@) % wor % Xp ()

=0 )"
Impulsiibertragung :
y®
X

Impulsantwort: h () =

Umwandiung : y(t) = x() ht) & Y (w) = X (w) * H ()

Yw .
Frequenzgang: H(w) = , existiert nur,
X (w)

das wenn System stabil ist rlh Mldt<

—00

Lineare DGLs:

X (w)
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N M
dm dm
g am — y(t) = g bn — X & Y () Z am (jo)™ = X (@) Z b (je)™
m=0 dt m=0 dt™ =0 m=0

M o bm (jo)™

Em=o am (]w)m
Klassifikation: 1.Ordnung: N, M < 1; 2. Ordnung: N, M < 2; n.Ordnung : Zusammensetzung

Somit: H(w) =

Zeitdiskrete Fourier —
Transformatlon (ZDFT)

Synthese : x[n] = f X Q) el dQ, Analyse: X(Q) = Z x[n] eion

N=—co

Stabilitat : IX(@) 1= > x[n] <o

N=—co

Signalenergie: Ex = Z IXin]12= — fIX Q12 dq,

N=—co

oo

1
Z x[n]y[n] = — fX(Q)Y* (@ do
N=—co 27[ 2
Bode — Diagramme : Y (Q) = HQ) X Q) 2 IY (@)1 = IH(Q) IX ()| » analog f. Phasenwinkel

Eigenschaften einer zeitkontinuerlichen FT :
ZDFT

Symmetrie : x[n] «— X ()
Lineritit : ax,[N] + ax,[N] e aX; (Q) + aXp ()
Zeitverschiebung : X[n = ng] O griot X(Q)

Frequenzverschiebung: el%" x[n] ZD(—FI X (Q— Qo)

MaBstabsédnderung : x[n/a] &FTX(aﬂ) bei nmoda =0
Differenz : x[n]=x[n-1] o 1-e X
n oo
. ZDFT
Superposition : mZ x[m] — — X (Q) + 72X (0) mZ 5(Q+2xr)
Differentation : n* x[n] Pl — X (@@
dok
— ZDFT
Faltung : X1[N] % Xa[n] = Z X1[N] Xa[N] — Xq () X2 ()
N=—co
. zort 1
Modulation : X¢[Nn] X3[n] «— 2— fX1 @YX (2-QHda'
T
4 ZDFT
Korrelation : Z X1[n] xa[n] «— X3 () X5 ()
m=-co

Zeitdiskrete Impulsiibertragung :
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Impulsantwort: y[n] = x[n] = h[n]

Umwandlung:  y[n] = x[n]=h[n] 23 Y () = X (Q) «H (@)

Y (@
Frequenzgang: H(Q) = , existiert nur,
X

das wenn System stabil ist Z Ih[n]l < o0

N=—co

Lineare Differenzengleichungen:
N M ¥ N . M .
Z anyln-m]= Z bmX[n-m] & Y(w) Z ay, e719M = X (w) Z by, e iom
m=0 m=0 m=0 m=0
Zm:ﬂ am e_jﬂm
EM:O bm e_jﬂm

Klassifikation: 1.Ordnung : n < 1; 2. Ordnung : n < 2; n.Ordnung : Zusammensetzung

Signalabtastung und Riuckgewinnung

2r 2r
Impulsmodulator: s (t) = Z 6(t-nTg)mitTs = —, S(w) = - Z 6 (w - rws)
[}

N=—co S S r=—co

Somit: H(w) =

Nyquest — Frequenz / Abtasttheorem: ws > 2wy

1 0o
X(@®=Xs@=— ) X(@=ras)

S r=—co
Abtastbedingung im Frequenzbereich: T, = 2T,
wp flirltl < x/wp

Durchfiihrung mit Zeitfensterung : x(t) = x, Hw (1), mitw ) = { 0 sonst
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Laplace — Transformation (LT)

1 0'+ioo 00
Synthese : x () = Py X(syestds = £71{X(s)}, Analyse: X(s)= f xt e Stdt = £{x )
7] Jo—joo —o0
1 0'+i 00
Unilateral : x (t) = — X, (s)estds, X(s) = f xestdat
7] Jo—-joo 0
N m M dm r N M
BeiderDGLZa —— (t)=Zb —Xx®) & Yw) am S™ = X(w) by, s™
" " ar 20 20
m=0 m=0 - =
M_ b, s™
Somit: H(w) = Zm=0bm 87
Zm:ﬂ am sm
Eigenschaftender LT :
Lineritat : axs (1) +axs (t) & aXq (s) +aXz (), R=Ry N Re
Zeitverschiebung: x (t - tp) & e S X(s), R=R;
Frequenzverschiebung: e™Sot x (t) <£> X(s—sp), R=R; +Re(sp)
1 ]
MaBstabsédnderung : X (at) <£> ﬁ X(—), R=R;/a
a a
n 7 s d
Differentation : x @) & s" X(s); —-tx(t) & — X(s), R=R;
dt" dt
. t s 1
Integration: f x(r)dr & —X(s), R=R;MN{Re(s) >0}
-_00 s
Faltung : X1 @)% X2 (1) S X; (8)X2 (), R=Rq N R2
Impulsiibertragung : yt) =x@®)xh @) & Y(s)=X(s)H(s)
> 1 f(2)
Laurent — Reihe: f(2) = Z an (z-2z)"mita, = — P ——ds

27 (z-2z)"

N=—oco

1
Synthese : x[n] = Py X@2" 'dz=2Z"{X (@)}
7ij

Analyse: X (2) = Z x[n]z™" = Z{x[n]}

N=—co

Hinreichende Konvergenzbedingung : Z IX[n]r"l< oo
N=—co
Konvergenzbereich :
Scheibe (0 < R; < Izl < Ry < ), bei Konvergenzist der Einheitskreisim
Konvergenzbereich, fall x[n] endlich, Konvergenzbereich = z - Ebene evtl. ohne
Izl = 0, Izl = 0. Konvergenzbereichimmer zusammenhéngend.

1 oo
Unilateral : x[n] = — §X+ @2 'dz, X, (@@= Zx[n] z"
2 nj J o

Eigenschaften einer zeitdiskreten ZT :
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Lineritit : axs[n] + bxz[n] & aX; () + bX2 (), R> Ry N Re
n — Verschiebung : x[n - ng] <Z—T> 2" X(@, R=R{\{z=0, 2= -0} (evtl)
z
z - Verschiebung : zg x[n] 3 X(—], R=1IzIR;
Zy

el%" x[n] 23 X (e7i% z), R = R,

d
Differentationnachz: nx[n] <Z—T> -z d_ X (@), R=Ri\{z=0, z= —oo} (evil)
Z
Faltung : X1[n]#Xo[n] £ X4 () X2 @), R> Ry M R
1 z
Modulation : x1[n] xz[n] & - §x1 @ Xs (—]§-1 d¢, Ro Ry N Ra
b 3 g &
n X(z
Superposition : Z x[m] & @ ,R=R;N{lzI>1)
mz=—co - z_1
. ZT
Symmetrie : x*[n] & X*(z*), R=R;

x[-n] & X @), R=Ry'

1
Re {x[n]} & SX@+X @), RoR,

1
Im {x[n]} = S7X@-X @) R>R,
i

Anfangswert : ¥Yn<0.x[n]=0.=X(0) =lim X2, R=R;
Z->00

Parsevallsches Theorem:

n

Eis = r4 = X X35 ——1 X X(—1]‘1dz
=Y @) l=1 = E n nl= 3 &
12 () Iz=1 1[nIx3[n] j§1() 2

m=—oo

m=—oco

n 1 1
Ex = 2 =—§X X(—] -1d
x= Y x[n] 27 § HOXe | J¢ dz
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Diskrete Fourier — Reihe (DFR)

Vorbedingung : N — Periodizitédtx[n] = x[n + N].

27kn

1 N-1 . 1 N-1
Synthese : x[n] = — ZX[k] e = — ZX[k] Wik
N k=0 N k=0

N-1 N-1
Analyse : X[k] = Zx[n] e i 5 = Zx[n] wkn mitWy = el %
n=0 n=0
N-1 1 N-1
Parsevallsches Theorem: ) Ix[n]12 = — Y IX[k] I
ZO [nlF = — kz; [k]
Periodische Impulsfol °°6 N 1 N-d j2mn 1 flirn=0, £N, £2N...
eriodische Impulsfolge : x[n] = Nn+rMj=— > &7 =
pulsfolg []20[+] Nkz_; {0 const
Eigenschafteneiner DFR :
Lineritat : axs[n] + bxo[n] &5 aXy[k] + bX,[k]
Verschiebung: X[n-m] 25 e 5% X[k] = WK™ X[Kk]
el 57" x[n] = W™ x[n] &5 X[k - m]
N-1
Periodische Faltung : Z X¢[Nn] Xa[n — m] D<—>FR X1[k] Xa[k]
m=0

1 N-1
Period. Modulation:  x;[n] X,[n] < 5 > X4[KI Xolk — m]

m=0

Symmetrie : x*[n] D<—>FR X*[-k]

X*[-n] <3 X*[K]

Fall p: Xiki=Xi-ki
allsxini reell: i1 = x[=k] 1
X fiir 0 < n < N bei N - periodizitét
Zusammenhang DFR und ZDFT : Beix[n]:{x[n] u < solnst periodizi

- 27k
gilt : X[k] = X () |Q=ﬂ = X(T]
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Diskrete Fourier — Transformation (DFT)

Definition DFT : DFR mit
X[n] fir0 < n < NbeiN - periodizitéat

X[n] = { 0 sonst

{ X[k] fir0 =<k < NbeiN — periodizitét

Xiki = 0 sonst

Vektordarstellung: X = W - x

(Signalvektor = Transformationsmatrix- Signalvektor)

N—1 1 N-
Parsevallsches Theorem: Ex = Z IX[n] 1?2 = — Z IX[k] I
n=0 N k=0
Eigenschaften einer DFR :
Lineritit : axs[n] + bxo[n] & aXy[k] + bX,[k]

27km

Zirk.Verschiebung : X[(n — m) mod N] BST e iTv X[k] = W',ﬁ'“ X[k]

el X" x[n] = W™ x[n] & X[(n — m) mod N]

N-1
Zirkulére Faltung : > xa[nlxa[(n - m) mod N] %" X4[k] X[K]
m=0

- . orr 1 S
Zirkuldre Modulation:  xy[n]x3[n] < ﬁ Z X1[k] Xo[(k — m) mod N]
m=0

Symmetrie : x*[n] BST X*[-kmod N]

x*[-nmod N] %5 X*[k]

X[k] = X*[-kmod N]

Falls x[n] reell : IX[k] I = IX[-k mod N] I

Stochastische Signale

dP (x)
Wahrscheinlichkeitsdichte: p (x) = o
X

X
Wahrscheinlichkeitsverteilung : P (x) =f p&dé <1

Schaarmittel :
Mittelwert Giber dem vollsténdigen Satz der Reprédsentanten des Prozesses zu einem festen Zeitpunkt.
Zeitmittel : Mittelwert tiber die Zeit an einem Repréasentanten des Prozesses.
Ergodische Prozesse : Schaarmittel = Zeitmittel
Fiir ergodische Prozesse :
Schaarmittel : & {x} = f‘x’x px)dx, &{xK}= fxx" -p (0 dx

—00 —00
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1 T 1 T
Zeitmittel : < x(t) >= lim —f xdt, <x¥@) >=Ilim —f xX t) dt
Tso T Jo Too T Jo

Zentrale Momente: <Ix(t)- <x®)>1¥> bzw. <Ix[n]-<x[n]>I¥>
Dispersion o2 : Zentrales Momentzweiter Ordnung (k = 2).
Kreuzkorrelationsfunktion :

1 T o0 o0
Py (@) = <xyt+7)>= %im?f x(t)y(t+r)dt=f f Xyp (X, y)dxdy
00 0 —coS —co

1 N-1
pxylml = <xinlyln+m]>= lim — D xinlyln+midt=>">"xcyipu
N=0 k |1

Autokorrelationsfunktion :
Pxy @) = < X)Xt +7) > bzw. gyy[Mm] = < x[n]y[n+m] >
Insbesondere : Pxy (0) =
lim l foz ®dt= < x?(t) > (analog fiir diskretes).
Toeo T Jo
Kreuzkovarianzfunktion :
Yxy@ = <X -—<x®)>)(yt+7r)—-<yt+7)>)
=pxy () —<xWy) >

(analog im diskreten Fall)
Autokovarianzfunktion :
Pax (@)= <X -<x®O>XA+1)—-<xt+71)>)
= oxx (T) = <
x(t) >2
(analog im diskreten Fall)
Y0 = < (XM - <X(V) >)? >= oy (0) = < X (V) >* = 0%
Bei stochastischen Signalen, deren Mittelwert Nullist, sind Kovarianz -
und Korrelationsfunktionenidentisch.

Kreuz — Leistungsdichtespektren:

Pry (W) = f bxy (1) €71 dr = H(w) dyx (@)

by @ = > px[M] €T d7 = H(Q) bux ()

k:—OO
Byy (@) = IH () 12 ¢y (@)
Byy (Q) = IH Q) I gx ()



